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В статье рассматриваются свойства акустического объекта -  многоканальной длинной линии (МДЛ) 
изгибного типа. Получены аналитические формулы для основных акустических характеристик МДЛ 
при произвольном числе изгибно колеблющихся одиночных линий, ее составляющих: входной импе­
данс, резонансные частоты, коэффициенты отражения и прохождения для МДЛ-изолятора, в том 
числе для их каскадного соединения. Выполнены численные расчеты и приведены графики частот­
ных зависимостей коэффициентов отражения и прохождения для различных параметров составляю­
щих линий. Показано, что акустические характеристики МДЛ-изоляторов обладают некоторыми 
преимуществами по сравнению с характеристиками этих объектов на основе одиночных линий.

Проблема поглощения и изоляции звуковых и 
вибрационных волн остается актуальной, как в те­
оретическом, так и в практическом плане. В по­
следнее время в этой области акустики широкое 
развитие получают так называемые активные ме­
тоды [1-7]. Однако традиционные методы погло­
щения и изоляции волн продолжают развиваться 
(см., например, [8]). Один из таких методов опи­
сан в работе [9], которая посвящена исследова­
нию характеристик нового акустического объек­
та - т а к  называемой многоканальной длинной ли­
нии (МДЛ) для волн продольного типа.

В настоящей статье метод МДЛ развивается 
для изгибных волн. Так же, как и в работе [9], вы­
числяются акустические характеристики МДЛ 
изгибного типа -  резонансные частоты, входной 
импеданс, коэффициенты отражения и прохож­
дения изгибной волны.

Будем полагать, что МДЛ изгибного типа со­
стоит из одиночных длинных линий в виде парал­
лельных друг другу плоских стержней (полос), со­

вершающих изгибные колебания с частотой со. 
Каждую отдельную линию будем характеризовать 
параметрами: I -  длина одинаковая для всех линий, 
mj = рjhj -  масса стержня, приходящаяся на единицу 
его ширины (предполагается, что последняя много 
меньше длины изгибной волны), р; -  плотность,
hj -  толщина, Bj = E jh)l 12 -  изгибная жесткость, 
Ej -  модуль Юнга,;' = 1 -N -  номер стержня.

Рассматриваемая модель МДЛ предполагает, 
что левые концы всех линий (х = 0) соединены вме­
сте, так же, как и их правые концы (х = I) (рис. 1а). 
Соединения осуществляются невесомыми и не де­
формируемыми пластинами, так что поперечные 
смещения Wj каждого конца для всех линий одина­
ковы, а величины w) равны нулю. Это последнее
условие может быть обеспечено за счет большой 
величины изгибной жесткости МДЛ, которая, в 
свою очередь, может быть создана, например, за 
счет достаточного отнесения отдельных линий от 
средней линии МДЛ.

I

(а) (б)

0

*  =  0 Х  =  1

Рис. 1. К выводу уравнений для акустических характеристик МДЛ.
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В соответствии с выбранной моделью будем по­
лагать, что поперечные смещения Wj в каждой из 
одиночных длинных линий удовлетворяют уравне­
нию для изгибных колебаний стержня

df W: 4
T ~ ki wJ = ° .dx

( 1)

решение которого можно выбрать в виде 

Wj = а} cos kjX + bj ch k}x  + Cj sin kjx + dj sh kjX. (2)

В уравнениях (1) и (2) к] = J ; kj -  волновое

число изгибных волн в j -й линии. Граничные ус­
ловия можно записать в виде

Wj( 0) = w0, Wj(l) = wt , 

w)(0) = w)(l) = 0 ,

(3)

(4)

N  N

X  W  + F o =  0. X  W  + F I = 0, (5)
y-i

где w0, w, и F0, Ft -  неизвестные пока смещения и 
перерезывающие силы. Подставляя решение (2) 
в граничные условия (3) и (4), после несложных 
преобразований получим значения неизвестных 
коэффициентов aj9 bjy cj9 d}\

a> = ■ к .(TjW0 -SjW,), (6a)

1
ci = 2д"(- ^ и'0+ CjWt); (66)

= 2 ^ ( G > o + ^ w,)- ( 6 b )

Здесь введены обозначения

A; = 1 -  ch<pycos<py;

Tj = ch<pysin(p7 + cos(pysh(py; Sy = sh<py + sinq),;

Gy -  1 -(chq>; cosq>y± shq>ysinq>y);

C j  = chq>y-coscpy; (py = k j l .

Подставляя значения (6а)-(6в) в формулу (2), 
можно, в принципе, получить поля изгибных волн 
в любой одиночной длинной линии. Для опреде­
ления совокупного действия всех линий, объеди­
ненных в МДЛ, необходимо использовать гранич­
ные условия (5). Перерезывающие силы в каждой

одиночной линии определяются известной фор­
мулой

F j M  .  .

d x 3 (7)

= -  a j cos кjX + bjChkjX + c jsinkjx  + djShkjx).

Для удобства дальнейшего изложения введем 
в рассмотрение параметры В 0 и  Icq некоторой ли­
нии “сравнения” и безразмерные величины

jВ:к] :СЦ

^  = Т е°оКо
о

.л огде си -  соответствующие скорости изгибных 
волн. С учетом формул (6), выражения для Fy(0) и 
Fj(l) можно преобразовать к виду

Воко

ВЛо̂ о

(8а)

— (bjWo-ljW,). (80)

Подставляя формулы (8) в формулы (5), по­
лучим:

в 0к1
-  fo  -  Z \lW0 + Z \2wb (9а)

/
B0kl

-  f i  -  Z 2\ w0 + Z 22wt. (96)

Здесь Zik -  безразмерные импедансы, имею­
щие значения

N

Z \\ ~ ~Z 22 ~
J= 1
N ( 10)

z‘2 - ■  X
j= 1

Отметим, что все приведенные выше формулы 
получены в предположении одинаковой ширины 
всех стержней. Однако различная их ширина мо­
жет позволить изменять значения \|/у, а следова­
тельно, и импедансы (10) в широких пределах. 
В этом случае

ъ  = в№  = 
в0е0н0

mjHjCJ„ 
т т  0 ’ш0Н0си

Формулы (9) и (10) являются исходными для 
определения основных акустических характерис­
тик МДЛ изгибного типа.
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Прежде всего найдем входной импеданс МДЛ.
/ оПо определению ZBX = — -  входной импеданс,wо

/<Zq = — -  импеданс нагрузки на МДЛ. Отметим,
wi

что благодаря специфичности граничных условий, 
приведенные здесь импедансы являются скаляр­
ными величинами, в то время как в общем случае 
изгибных колебаний они имеют матричный харак­
тер. Формулы (9) можно представить в виде

Z -  Z + Z — *R̂X — 1̂1 + ^  1 »wо
w

Z0 -  Z2\ —  + Z22,
wi

откуда с учетом формул (10) получим:

7 2
Z qx — Z n — 12

z n + z0 ( 11)

Отметим, что формула (11) по форме совпада­
ет с выражением для входного импеданса МДЛ 
продольного типа [10], но отличается значениями 
импедансов Zik. Из условий ZBX = 0 и ZBX = оо можно 
определить резонансные (при условии Zq = 0) и ан- 
тирезонансные частоты, которые можно найти из 
соотношений Zu = ±Z12 и Zn = 0  соответственно.

Рассмотрим далее такие акустические харак­
теристики МДЛ как коэффициенты отражения и 
прохождения изгибной волны. Модель, выбран­
ная для расчета, представлена на рис. 16. Слева и 
справа к МДЛ подсоединена одиночная длинная 
линия, параметры которой В0 и будем описывать 
значком j  = 0. (Конструктивно она, в частности, 
может “проходить” сквозь многоканальную ли­
нию, являясь одним из звеньев последней.) По этой 
линии распространяется гармоническая волна еди­
ничной амплитуды

w = exp (ik0x),

которая порождает две отраженных от системы 
волны, одну -  однородную, другую -  неоднород­
ную, убывающую по амплитуде при д: — ► -<«:

w, = RQxp(-ik0x) + Gexp(£0x).

При прохождении МДЛ на ее выходе образуются 
аналогичные волны

w2 = D exp[ik0( x -  /)] + Е ехр[-к0( х - /)].

Здесь R и D -  интересующие нас коэффициенты 
отражения и прохождения изгибной волны.

Используя граничные условия (4) и (5), также 
справедливые для отраженных и прошедших волн, 
можно получить соотношения для смещений

w0 = (1 + ОД+ ( 1 - 0 ;  = (1 + i)D l9

где D, = Dexp(i&/), а также для перерезывающих 
сил и импеданса Zq:

/о  = 2 / ( 1 - / ? ) ;  / /  = 2 /0 ,;  Z0 = 1 + /.

С учетом этого нетрудно получить формулы 
для коэффициентов отражения и прохождения

( 12)R = ВХ I
zBX + z, ’

2 Z 12

(ZBX + Z ,)(Z n + Z0) (13)

Здесь Z, = 1 + /, а величины ZBX, Z u и ZI2 определя­
ются формулами (10) и (11). Очевидно, что при 
отсутствии потерь |/?|2 + |Z>,|2 = 1.

Представляет интерес рассмотрение каскадно­
го (последовательного) соединения нескольких 
МДЛ с различным набором одиночных длинных 
линий. В этом случае последние можно описать 
параметрами и функциями с двумя индексами, на­
пример,

(0(я) -  к(п)1 Ф ; -  *7  Ln’

7уя) = сЬф^БШ ф^ + СОБфУ'^Ьф^,
Nу(п) _ ^  1 j Т (П)

Z ,‘ -

7=1 /
и т.д. Здесь j  = 1-ЛАл), п -  номер в последователь­
ности МДЛ (их отсчет ведется со стороны про­
шедшей волны).

Из формулы (11) нетрудно получить рекур-
~ (л )рентную последовательность для величин ZBX :

V 2J n)
'ВХ

__ у ( п )-  ^11 - у{п) 7 {п-1)’
Z11 + Z,

(14)
ВХ

-(0)где, очевидно, ZBX = Zq. Формула для коэффици­
ента отражения R{n) получается из формулы (12) 
заменой ZBX на ZBX}:

R(n) = iZ™ + Z,
z£’ + z,

(15)

Формулу для коэффициента прохождения /Уп) 
можно получить, записав формулу (9а) для перере­
зывающих сил на “левых” концах каждой из МДЛ.

/ <П>( 0) = z\:\ln)W(n\ 0) + z[n2\l„Wn\lny,

+ Z(ir ,)(/n_1)w(n- 1)(/4_1);

f \ l 2) = Z(,i1>(/i)h'<1)(/2) + Z<i2)(/i)w<l>(/1).
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Рис. 2. Модули коэффициентов отражения R и про­
хождения D для одноканального изолятора с гранич­
ными условиями (3)-(5).

Рис. 3. То же, что на рис. 2, для двухканальной МДЛ. 
а -  й| -  /?2 -  2hG; б - h j = h2 = 3Hq.

(Значение /, соответствует “правому” концу око­
нечной МДЛ.)

Разделив каждое из равенств на значение сме­
щения на “левом” конце каждой из МДЛ и учиты­
вая соотношение w{k)(lk) = w{k~l\ l k), получим сис­
тему равенств

у{п) _
^вх —

0»-1Ъ, ч
A l («л)+^12 (6.) („)

W  ( 0)

>(П - I)
ВХ

(/* - 1) , J ч
^ (* -1 ) ,, Ч . 'T’K -O /i й/2- l ) .
^11 ^«-l) +  Z 12 ( Ln - 1 )  („_!) ’

w (О

(О/ г чW’ (l2)

Определяя отношения смещений и произведя 
их перемножение, получим

уу(1>(/,) . 

^(О) ' * = 111 zfg(lk) (16)

Учитывая далее формулы (12), получим ра­
венства

wll)(/,) = Z0D\n\  

w(n)(0) = (1 + i)Rw  + ( l  - / ) ,
(17)

где

D[n) = Z)(”}ex p
n

ik o ^ /к
k = 1 ^

Подставляя (17) в (16) и учитывая (15), полу­
чим окончательное выражение для коэффициен-

( п )та прохождения D, :

D(,"> =
7 (л) + 7^вх ^  ^1 к = 1

j ^ z ^ - z i l U )

4 V , )
( 18)

Нетрудно видеть, что при п = 1, с учетом (11), 
формула (18) переходит в (13). Отметим, что при 
выводе формулы (18) нами использовался тот же 
прием, что и в монографии [10].

Ниже приведены иллюстративные примеры 
характеристик МДЛ изгибного типа, рассчитан­
ные по формулам (12) и (13). На рис. 2 приведены 
частотные зависимости модулей коэффициентов 
отражения R и прохождения D для одиночной ли­
нии изгибного типа с теми же параметрами, что и 
исходная линия (рис. 16); при этом на концах ли­
нии заданы условия (3)-(5). Отметим, что такая 
модель является искусственной, так как осущест­
вить эти условия для одиночной линии практиче­
ски невозможно, но приведенный рисунок пока­
зывает специфический результат, обусловлен­
ный ими. Специфичность состоит в том, что при 
k0l = iTilfkb — ► 0 приведенные величины R и D 
стремятся не к нулю и единице соответственно, 
что характерно для одиночных длинных линий, а 
к значению 0.707. При увеличении частоты на-
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/Д 0

Рис. 4. То же, что на рис. 2, для двухканальной МДЛ с 
внутренними потерями Г) = 0.2. 
а -  hx = h2 = h0; б -  hx = h2 = 2h0.

блюдаются обычные их изменения, обусловлен­
ные интерференцией.

*
На рис. За приведены эти же величины для 

двухканальной линии с толщиной составляющих 
ее стержней A, = А2 = 2А0, где А0 -  толщина исход­
ной линии. На рис. 36 приведены те же данные 
для hx = h2 = 3А0. Из сравнения этих рисунков, а 
также рис. 2, видно, что с увеличением толщины 
зона больших величин R (~1) расширяется в сто­
рону высоких частот, с одновременным уменьше­
нием величины D.

Можно предполагать, что введение внутрен­
них потерь в МДЛ может улучшить их частотные 
характеристики. На рис. 4а и 46 приведены ре­
зультаты для двухканальных линий с толщиной 
соответственно А, = А2 = А0 и hx = h2 = 2А0. Внутрен­
ние потери в линиях характеризуются коэффици­
ентом потерь Г], отнесенным к скорости изгибных 
волн: сиз = с0(1 -  ir\). В обоих случаях была приня­
та величина Т| = 0.2. Из рис. 4 видно, что введение 
потерь “стабилизирует” величину R и дает моно­
тонное спадание величины D.

Приведенные теоретические и расчетные ре­
зультаты показывают, что даже при двух линиях в 
составе МДЛ можно реализовать МДЛ-изолято- 
ры изгибного типа, имеющие существенно луч­
шие акустические характеристики, чем анало­
гичные акустические объекты, реализуемые на 
основе одиночных изгибных линий. Конкретные 
конструктивные параметры МДЛ (в частности, 
каскадное соединение) могут быть определены 
путем расчетов по приведенным формулам, в том 
числе, возможно, с применением методов оптими­
зации, исходя из конкретных целевых функций.
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Acoustic Characteristics of a Multichannel Long Line of the Flexural Type
V. V. Tyutekin

The properties of an acoustic object represented by a multichannel long line of the flexural type are considered. 
Analytical formulas are obtained for the basic acoustic characteristics of a multichannel long line with an arbi­
trary number of flexurally oscillating single lines constituting it: the input impedance, the resonance frequen­
cies, and the reflection and transmission coefficients are determined for an insulating multichannel long line, 
including the case of a cascade connection. Numerical calculations are performed and the plots are presented 
for the frequency dependences of the reflection and transmission coefficients for various parameters of the con­
stituting lines. It is demonstrated that the acoustic characteristics of insulating multichannel long lines have cer­
tain advantages in comparison with the characteristics of similar objects based on single lines.
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