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Изучается поперечная устойчивость и изменение амплитуды солитонообразных волновых движе­
ний, когда в среде существуют нелинейность, дисперсия, дифракция и диссипация. Волновой про­
цесс описывается нелинейным эволюционным уравнением пятой степени. Когда диссипация, ди­
фракция и дисперсия -  одного порядка, показано, что устойчивость решения не зависит от диссипа­
ции. Она зависит от знака отношений коэффициентов дифракции и дисперсии. При положительном 
знаке этого отношения солитон устойчив. Этот результат совпадает с условием устойчивости моду­
ляционной нелинейной волны. В случае сильной диссипации получена формула изменения ампли­
туды солитона и показано, что диссипация не влияет на устойчивость солитона.

За последние годы появились статьи [1-4], где 
изучаются волны в средах, в которых одновре­
менно существуют нелинейность, дисперсия, ди­
фракция, диссипация. Примерами таких сред яв­
ляются грунт, поглощающая среда с полостями, 
композит с пьезосвойствами, электропроводящая 
несимметричная жидкость с пузырьками газа и 
т.д. Для описания волны в упомянутых работах 
используется нелинейное эволюционное уравне­
ние следующего вида:
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дхдт 2 1

д ( ди\ Э3и
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где Л± -  оператор Лапласа по координатам у и z,
т = хс~] -  t, сп -  линейная нормальная скорость
волны, и -  возмущенная нормальная к волне ско­
рость частиц, х  -  декартовая координата, вдоль ко­
торой распространяется волна, L, р, £, D и N  -  со­
ответственно дифракционный, нелинейный, дис­
персионный и диссипативные коэффициенты.

В статьях [2, 5] получено решение для солито­
на, а в работе [6] найдено решение одномерного 
уравнения Кортевега де-Вриза-Бюргерса. В кни­
ге [7] решается уравнение Кортевега де-Вриза с 
правой частью, пропорциональной м, так искусст­
венно учитывается поглощение. В работе [8] 
впервые ставится вопрос об устойчивости соли- 
тонных решений при поперечных возмущениях. 
Этот вопрос методом обратной задачи решен так­
же в статье [9]. В [7] развит общий подход для ре­

шения задачи поперечной устойчивости солито- 
нов и дано применение к уравнению Кадомцева- 
Петвиашвили.

Рассмотрим поперечную устойчивость солито- 
нов для сложных законов диссипации, даваемых 
уравнением (1). Прежде всего обсудим проблему 
устойчивости солитонных решений уравнения (1), 
считая, что дифракционные и диссипативные 
члены малы и имеют одинаковые порядки. Вве­
дем следующие обозначения, следуя [7]:

v  = ри(6Е)

= ЕГЧ, Т =

Ц2Е)~' = З Р 'с , с  = ±1, 

о .  Э0 . Э0 . 2

РГ’ d i = U  d t  ‘ 4Л ’
(2)

DET' = p2K, NET1 = Р2£,

где р -  постоянный малый параметр, характери­
зующий отклонение решения трехмерного дисси­
пативного эволюционного уравнения от одномер­
ного недиссипативного решения соответствующе­
го уравнения, Т -  медленно меняющееся время. 
4т)2 -  скорость распространения солитона, при 
этом, как будет показано далее, 2г)2 есть его амп­
литуда. В переменных 0 ,7 , у, z уравнение (1) с уче­
том (2) примет вид:

Э (  л i d v  .  d v  d3v
d ~ 4 r ] de + 6 v de + ^

= - p
d2 v

ЭГЭ0 _ 3 Р aAJ-v  + Kp Э0з
2a V + p2̂ sv

(3)
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Решение уравнения (3) будем искать в виде:

v  = v 0 + (3v, + p2v2+ ... (4)

Подставляя (4) в (3) в нулевом порядке, получим

■dv о d v 0 _ 33v 0
м ^ о )  = ~ 4^ zd i + 6 v o - ^ +1^ j  = °-эе

(5)

Уравнение (5) имеет солитонное решение следу­
ющего вида [7]

v0 = 2д2 sech2T|02, 02 = 0 - 0 о(7, у, z), (6)

где 0О -  некоторая подлежащая определению до­
бавочная фаза, характеризующая малые попе­
речные и диссипативные возмущения. Нетрудно 
убедиться, что при выбранных порядках (2) мож­
но считать величину Д постоянной [7, 8].

В порядках р и Р2 из уравнения (3) получаем

Э0Z.(v„) = - 4 ti 3 ^  + 65n(vo ^ ) +  Э0з
а

30
a 3v

- = Fл» (7)

(л = 1, 2).

В силу (6) для F u F 2 можно записать

F\ =
3 v 0 3vo30
дТ  Э0 ЭГ ( 8)

F-, = -
3v,
з г

0
+  3 а | д 1 у ой?0' +

aV0 KdV0 r 5vi+ К----r + £ — r - 6 v .

(9)

30 30 Э0 ■

Введем сопряженный к L оператор L*, причем 
L*( v0) = -Lo( v0) = 0. Можно показать, что выраже­
ния VqL( vn) -  v„L*( v0) есть производная no 0 от не­
которой функции, содержащей произведения v0, 
v„ и их производных [7]. Тогда, считая, что vn ог­
раничена на бесконечности, можно получить сле­
дующие условия

+ооJ voF,<20 = 0 , ( 10)

+  С ->

|  v 0F2dQ = 0 . ( И )

Как показано в [7], решение уравнения (7) при п  = 
= 1 имеет вид

V |  =  ( 2 r | 2 )  2 v ° ♦МЙ- ( 12)

Учитывая, что вклад в (11) дают только четные 
функции от 02, поскольку

3 v 0 ЭуоЭ0 3v0 ЭуоЭ0о
а у  Э0 а /  az

можно заменить в (9)
a v 0

30 dz ’

ALv 0 = Э0 Дх®0>

тогда условие (11) после интегрирования по час­
тям дает

где

020
— 1б0 Д2Ах0о + А = 0 ,
а г

А = 16кд2( 3 /0) ' / i  -  16^'П2(3/ о)”1/ 2

(13)

4-оо +оо

/ 0  = J v20de, /, = J de, / 2= |

Учитывая (6), для/ 0,/i и /2 получится

+”V-,2
а  у 0
30"

dS.

/ °  -  ' j ' 1! >

Записывая

, 64 5
/ ,  = Т5Л ,

,  256 7
/а  = -2ГЛ (14)

0О = 0 ,+ Л (6 4 а л У (у 2 + г2), 
можно уравнение (13) записать в виде

а 20 , , , __2

а  г 2
-  16от) Д±01 = 0. (15)

Так как 0О—©i не зависит от времени Г, оно не влия­
ет на устойчивость. Зависимость 0О от поперечных 
координат приводит лишь к сдвигу фаз как для ре­
шения (6), так и для (12). По уравнению (15) можно 
судить об устойчивости солитона. При а  = 1 оно бу­
дет гиперболического типа и 0j конечно, что со­
ответствует устойчивому солитону, т.е. малому 
начальному возмущению относительно нулевого 
решения соответствует малое изменение реше­
ния в данный момент. При а = -1 уравнение (15) 
будет эллиптического типа, то есть при Т  — - 
0! — -  оо солитонное решение (6) и (12) будет не­
устойчивым. Из соотношении (2) следует условие 
устойчивости

L XI E >  0. (16)
Физический смысл (16) заключается в том, что 
поперечная устойчивость солитона при наличии 
диссипации определяется знаком отношения коэф­
фициентов L, дифракции и Е  дисперсии. Из нера­
венства (16) следует также, что при наличии поряд­
ков (2) диссипация не влияет на поперечную устой­
чивость солитона. Интересно отметить, что (16)
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совпадает с условием устойчивости волн модуля­
ции [3] в адиабатическом приближении.

Для электропроводящей жидкости с пузырь­
ками газа в магнитном поле, близком по направ­
лению к нормали волны, (16) имеет вид

с \ - а \>  О, (17)

где а { -  скорость Альфена [3].
Рассмотрим далее относительно сильное по­

глощение по сравнению с дифракцией, для кото­
рого последние два равенства в соотношениях (2) 
запишутся

DET1 = рк , NE~' = р§. 
Тогда уравнение (3) примет вид

(18)

Э (  . гЭу ,  d v  Э3у

э"0Г4л эё 6ггэв эв5

= - р
э 2
дтдвv  -3(3"aAxv  + рк 3 V

Э03

дует считать

F = _!Z.o + K^V o - э Ч  
1 д г  д в2 q de4 ’

F-, = Э v  [ Эу ,
6 v ‘ э ё “  э т

е
- 3 o| a±voJ0' +

+ к-
Э2у 1
Э0‘

+ 4
d4v

(21)

1
Э04  •

В силу новых порядков диссипации (18), считаем, 
что ц = г\(Т) переменная, тогда, учитывая (6), 
можно записать

d v 0 Э0оЭуо 1Эг|Л х Q+ - y j \ 2 v 0 + e 2̂ —дТ дв У (22)дт дв лэ
И з условия (10), учитывая (20), (22) и (14), после 
несложных вычислений можно получить следую­
щее уравнение для л

3 Эл 4к  2 1б£ 4 „
- 2 ^ Г У Л + 7 Л = °- (23)

Для электропроводящей, но немикрополярной 
жидкости с пузырьками газа £ = 0, тогда из (23) 
можно получить следующее решение

16

сред кТ> 0 амплитуда солитона уменьшается по за­
кону (24) в пространстве при распространении.

В общем случае, когда £ *  0, решение уравне­
ния (23) имеет вид:

1п_П__
7 к  V ( 0 )

тГ2 + П~2(0 ) -

^ 1п (У  7*7к V 1 2 0 % Л
2 7 к

л (0) -  Щ 1

-,-1

15КУ-

(25)

(19)
Э5у
Э05'

а в (7) сле-

(20)

Уравнение (25) можно решить численно. Однако 
уже из (23) видно, что при fy\2 < 7к/20 имеет место 
затухание г), т.е. при Т  — ► Г| — -  0. В то же вре­
мя приближенное решение (25), для малых ̂ /Т) по­
казывает, что при достаточно больших Г)(0), для 
конечных Т  может быть увеличение амплитуды 
солитона.

Решение (7) при п -  1 будем искать в виде

v, = v 2 + r̂, (26)

где v2 есть решение (7) для п = 1, когда в правой 
части (20) и в выражениях (22) берутся только 
первые слагаемые. При этом v2 имеет вид (12). 
Величина q есть решение уравнения

(27)

Оператор L{q) дается левой частью уравнения (7) 
при п = 1 заменой v, на q. Величина ц дается из 
(22) и (23) и равна

2(4  2 1б6 •
ц ‘ Да4  к'-

Для определения вклада v 2 в (11), (21) согласно 
тому, что отличный от нуля вклад в (11) дают 
лишь четные слагаемые dv2/dT, получим

+оо

1
Э у 7 
d f v °

Vr.de =

3 Э20о 1 Э0О/ЛХ 4 , 4^,
1 6 Л 2 Э ^ / о  У "

(28)

Л = т1(0)[ 1 + | | к7’л2(0)]~ -
■п-1/2 где

1__
_ •

^  к/ у х. Х41Т1 i u v  х vv/ V/ a  iiv/LUVAAxlv 1 I llVwl у iVIlVy U  v l  C4

тье [6]. Так как, в силу (2), для рассматриваемых \э е  J
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Следуя [7], введя у, = thr| 02, можно из (27) по­
лучить для q следующее уравнение

Ч ( С Й - 2 ^ + Г 1 2 — =dy dy \ - У

= 1 6 ^ 3у ( 1 - / ) ( 2 - 3 / ) - 4 т 1 к ^  + 

+ 2 l n f ^ '  + 2p ( y - l  ) [д(1 - у 2)Г' .

(29)

Приведем решение выражения (29) для случая 
^ = 0, что выполняется для широкого класса сред, 
например, электропроводящей симметричной сме­
си. Оно имеет вид:

Я = -^ЛКУСУ2-  !)
2_-Ц1 - у )

У
+ (1 +у)+ v)-‘l +

2 . .  2ч (  -\ I +  V 1 . 2 l  +  V . 

Вклад q в (11) и (21) дает
+ оо _ . +1

(30)

1 -У

j||;V od02 = -4 ti2| y  \  q y d y  + J f * 1 q i - (31)
_oo -1

Теперь уравнение для 0О примет вид

-  1 б д Х е 0 + -  к 2Го W  = о . (32)

Вид величины q2 не приводится из-за его гро­
моздкости, тем более она не влияет на устойчи­
вость, так как не зависит от 02, что показано при 
выводе (15) из (13).

В уравнении (32) % имеет следующий вид:
+  1

76._2_. . 14_2__f,, 24, 2jn2l + y  , . 144..2/ 0  2 1 4  2 Г , ,  2 , :
Х= 45Л к + к J (1 - у  )у

1 - у
dy + — Л к Р,15

-I

О
X (33)

x [ ( l  - y 2) ( l n y ^ - 2 ln2[(l + у )(1 - y ) _,] ) - 2y]rfy.

Интеграл Р имеет численное значение -  0.03, од­
нако добавленное за этот счет слагаемое в (33)

будет меньше ^ | КГГ как видно из (33), по-

прежнему выполняется условие, хк-1 > 0.
Аналогично выводу уравнения (15), полагаем, 

что

90 = 0 , - ( у 2 + г2)?2к2(6 4 о /о) '1.

Для 0! можно получить соотношение

У ? -  16л2оАх©1 + хЦ' = 0. (34)

При а  = -1  уравнение (34) будет эллиптического 
типа, что для постоянных Т| приводит к неустой­
чивости решения [12].

Покажем, что это так и для Т|, определяемого 
выражением (24).

Уравнение (34) преобразуем подстановкой 

0, = A(7’)exp[i(^1y + k2z)\,

где к] + к \ = к2. Тогда (34) сводится к уравнению

d А + a_dA_ + b
dX] X xd X x Х хА

= 0, (35)

где a  = ||ц .х , * = Щ  Х2̂ Г 2(0), X, = 1 + | |  *7^(0).

76
^  = 45 +

+  1

+ j | j ( l  -  У2)У21п[ ( 1 + >’) ( 1 -у) 1№у
1.44

(36)

-1
Так как |3 > 0, D > 0, тогда кЕ > 0 и для больших х, 
причем х > 0, ТЕгх > 0 в силу (2). Поэтому Х х > 0 и 
велико.

Решение уравнения при b > 0 имеет вид [13]

А = Х\'~а)пZv[2(bX ,)1/2], (37)

где Zv -  функция Бесселя, v = 11 -  а\.
Асимптотика (37) при X, — ► <*>, когда b > 0, 

следующая по порядку [14],

А ~ Х (1 -  2а)/4 
1 (38)

Таким образом при b > 0 или a  = 1 и а > 1/2, при 
X, — ► А — *- 0 и решение будет устойчивым
можно показать, что, согласно (36), имеет место 
а > 1/2 и, следовательно, при a  = 1, диссипативный 
солитон устойчив, кстати, недиссипативный соли- 
тон при о  = 1 также устойчив. Следовательно, 
диссипация не влияет на поперечную устойчи­
вость.

В случае b < 0 или a  = -1 из (37) видно, что

A~X,1| - 2fl)/4exp[2(-feX1),/2], (39)

т.е. А оо при X, оо и диссипативныи соли­
тон, также как и недиссипативныи солитон, неус­
тойчив.

Следует отметить, что полученное таким об­
разом из условия a  = 1 условие (16) согласуется с 
условием поперечной устойчивости волн модуля-
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ции [3, 10, 11]. Полученные решения согласуются 
также с результатами работы [15].

Таким образом приходим к выводу, что дисси­
пация не влияет на поперечную устойчивость со- 
литона, определяемого решением эволюционных 
уравнений пятой степени типа (1) или (2) как в 
случае слабой диссипации, когда диссипация и 
дифракция имеют одинаковый порядок, так и в 
случае сильной диссипации. Устойчивость зави­
сит от знака отношения коэффициентов дифрак­
ции и дисперсии, причем при положительном зна­
ке солитон устойчив. Этот результат совпадает с 
условием модуляционной устойчивости нелиней­
ных волн.

Получены также выражения для амплитуды 
солитона и решение эволюционных уравнений 
солитонного типа, включая первый порядок. При 
этом амплитуда солитона слабо затухает со вре­
менем, причем ее переменность не влияет на по­
перечную устойчивость солитона.

Квадратичное по поперечным координатам 
слагаемое в добавочной фазе не влияет на попе­
речную устойчивость, а приводит только к сдвигу 
фаз в решениях первого и второго порядка.

Авторы благодарят рецензента за ценные со­
веты, а также проф. С.Г. Саакяна за полезные об­
суждения.
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Effect of the Dissipation, Dispersion, and Diffraction 
on the Amplitude and the Transverse Stability of Solitons

A. G. Bagdoev and A. V. Shekoyan

The transverse stability and the amplitude variations of soliton-like wave motions in the presence of nonlinear­
ity, dispersion, diffraction, and dissipation in the medium are studied. The wave process is described by a quin- 
tic nonlinear evolution equation. It is demonstrated that the stability of the solution does not depend on the dis­
sipation when the dissipation, diffraction, and dispersion are of the same order of magnitude. It depends on the 
sign of the ratio of the diffraction and dispersion coefficients. When the sign is positive, the soliton is stable. 
This result coincides with the stability condition for a nonlinear modulation wave. For the case of strong dissi­
pation, an expression describing the soliton amplitude is obtained and the dissipation is shown to have no effect 
on the soliton stability.
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