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Для модели вынужденных установившихся колебаний упругого слоя в условиях плоской деформа­
ции рассмотрена обратная задача о восстановлении волнового поля контактных напряжений, созда­
ваемых внешней нагрузкой, по смещениям свободной поверхности. Решение строится двумя спосо­
бами: 1) сведением задачи к интегральному уравнению Фредгольма 1-го рода с регуляризацией по 
Тихонову; 2) путем разложения решения по дискретному набору волн. Установлена примерно оди­
наковая эффективность этих подходов в данной модели. Проанализированы возможности адекват­
ной реконструкции поля источника по данным измерений в дальней зоне, в которой наблюдается 
конечное число распространяющихся волновых мод.

К сравнительно новым разделам теории упру­
гости относится класс обратных задач, в которых 
напряженно-деформированное состояние среды 
требуется восстановить по неполным характери­
стикам, заданным на границе [1-7]. Интерес к 
подобным задачам вызван потребностями при­
кладных отраслей, таких как структурная интенси- 
метрия, виброустойчивость сооружений, дефек­
тоскопия. Граничные обратные задачи теории 
упругости являются некорректными в смысле
А.Н. Тихонова [8, 9], что роднит их с обратными 
задачами других областей науки и техники [10].

Граничная задача о реконструкции гармониче­
ского по времени акустического поля в линейно­
упругой среде впервые была рассмотрена в рабо­
тах [4, 5]. Постановка задачи подразумевает, что 
колебания среды вызваны внешними контактны­
ми напряжениями, а исходными данными для вос­
становления волновой картины служат амплитуды 
смещений, измеренные на доступном для наблюде­
ний участке свободной поверхности. Развитый в 
[4, 5] подход к восстановлению волнового поля ос­
нован на его разложении по дискретному набору 
решений, причем, в духе метода сингулярных раз­
ложений [11], порядок редуцированной системы 
уравнений играет роль регуляризующего параме­
тра. Задача допускает также и другой подход [1,2, 
7], в котором она сводится к интегральному урав­

нению Фредгольма 1-го рода с гладким ядром, и 
решение ищется методом регуляризации А.Н. Ти­
хонова [8, 9].

В частной модели, подробно изученной в ста­
тьях [4, 5], особенности геометрии позволили от­
влечься от сторонних контактных нагрузок и 
разлагать решение по нормальным волнам. На­
стоящая работа, в отличие от [4, 5], посвящена 
реконструкции поля в области поверхностного 
контакта. В работе преследуется цель испытать 
на модельных примерах и сравнить возможности 
обоих названных подходов -  метода дискретных 
разложений [4, 5] и метода Тихонова.

Рассмотрим упругий слой, занимающий об­
ласть [-оо <*<<*>, 0 < у < / г ] и  совершающий вы­
нужденные установившиеся колебания в услови­
ях плоской деформации. Считается, что нижняя 
граница слоя (у = 0) жестко закреплена, к верхней 
границе (у = А) приложена внешняя нормальная 
нагрузка вида ехр(-/сог)<?(.х), распределенная на от­
резке х е  [Х]9 Х2]. Динамика слоя подчинена урав­
нениям Ляме [12]. Основные параметры модели -  
коэффициент Пуассона v и безразмерная частота
к = соh J p / ( \  + 2 р ), где р -  плотность; А,, р -  коэф­
фициенты Ляме. Ниже толщина слоя h принима­
ется за единицу длины; во всех числовых приме­
рах v = 0.3.
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Поставим обратную задачу об отыскании на­
грузки q{x) по данным о нормальных смещениях 
свободной поверхности слоя иу(ху К) = ы(х)\ функция 
смещений и(х) задается на интервале х е [Х3, Х4], не 
пересекающемся с [X,, Х2]. Функция q(x) связана с 
и{х) посредством интегрального уравнения Фред­
гольма 1-го рода с гладким ядром,

^ k {x -x ')q (x ')d x  = и(х), х е  [Х3, Х4], (1)

где к(х -  х )  -  соответствующая компонента мат­
рицы Грина [13]. В представлении Фурье имеем

*(С ) = ± jK { p ) e ip% , (2)
где С) = х - х \  контур интегрирования а  пролегает 
вдоль вещественной оси, обходя полюсы по пра­
вилам, вытекающим из принципа предельного 
поглощения [13]. Фурье-образ К(р), явный вид ко­
торого приведен в монографии [13], представляет 
собой четную мероморфную функцию (вещест­
венную при вещественных р). Вещественные по­
люсы, отвечающие незатухающим однородным 
волнам, возникают на частотах, больших крити­
ческой; количество их растет с увеличением час­
тоты, оставаясь конечным [13].

Рассмотрим решение в приближении дальней 
зоны. На нерезонансных частотах все веществен­
ные полюсы функции К(р) простые, и в дальней 
зоне (т.е. при |у 
ская оценка

°о) справедлива асимптотиче-

ГВД = U 0  + O [ex p (-c |g )], (За)
м

* ~ (0  = '  X  (±fl«)exp(±ipJCI), (36)
т = 1

где Rm -  вычет функции К(р) в m-ом положитель­
ном полюсерт, нижние знаки “минус” применяют­
ся для волн с отрицательной групповой скоростью, 
с > 0 -  расстояние от вещественной оси р  до бли­
жайшего комплексного полюса. Мнимая часть яд­
ра (2) описывается главным членом (36) асимпто­
тики (3) точно.

Численные эксперименты по реконструкции 
нагрузки проводились преимущественно на двух 
частотах, к  = 3 и к  = 6, на которых имеется, соот­
ветственно, М  = 3 и М  = 6 однородных мод (груп­
повые скорости всех волн положительны). Вол­
новые числа лежат в интервалах 1.6 < рт < 6 -  при 
к  = 3 и 2.7 < рт < 12 -  при к = 6. Численное сравне­
ние ядра k(Q (2) с его вырожденной конечномер­
ной составляющей (36) показало, что уже при 
ICI ~ 2 относительный вклад остаточного члена 
асимптотики (За) на обеих частотах не превыша­
ет долей процента и быстро убывает с увеличени­
ем |У (расчеты комплексных полюсов дают с ~ 3.8

для обеих частот). В приведенных ниже приме 
рах, в силу выбора областей [X,, Х2] и [Х3, Х4], вы 
полнено неравенство \Q > 5, что дало основан 
заменить ядро его конечномерной частью (36) 
Такая замена не только оправдана в техническом 
отношении, но и вполне отвечает физической си 
туации, в которой экспоненциально подавленны 
неоднородные моды, ответственные за остаточ 
ное слагаемое в (За), неразличимы на фоне слу­
чайных ошибок. В сходных примерах с меньшими 
расстояниями |Q ~ 1-2 было непосредственно про­
верено, что реконструкция нагрузки с расчетами 
ядра по точной формуле (2) и приближенной (36) 
дает идентичные результаты.

Вследствие гладкости ядра, интегральный опе­
ратор уравнения (1) является вполне непрерыв­
ным. Это означает неограниченность обратного 
оператора и требует регуляризации операторно­
го уравнения [8]. Регуляризующие конечноразно­
стные схемы для таких уравнений в методе Тихо­
нова детально разработаны [9]; в наших вычисле­
ниях был использован стандартный вариант 
алгоритма со стабилизатором 1-го порядка. При 
расчетах функция смещений задается дискретным 
набором значений {му = u(xj)J = 1,..., У), отвечаю­
щих выбранным точкам Xj интервала [Х3, Х4]. Вход­
ные параметры алгоритма включают в себя мас­
сив исходных данных {xj,Uj }, параметр регуляри­
зации а  [8] и дискретный параметр f  -  число узлов 
конечно-разностной сетки на отрезке [Х1? Х2]. Ре­
шение строится в виде массива из J' значений 
функции q(x), взятых в равноотстоящих точках 
отрезка.

Наиболее естественная реализация метода 
дискретных разложений в обсуждаемой модели 
выглядит следующим образом. Пусть {/„(*), п = 
= 1, 2, ...( -  полный ортонормированный набор 
функций в пространстве L \X и Х2], q ^x)  -  аппрок­
симация искомого решения q(x) отрезком его 
обобщенного ряда Фурье:

N

<?«(*) = (4)
П = 1

Формально подставив (4) в (1), придем к опера­
торному уравнению Л а = и, где а = \а,,}9 и = [м,), 
А = [Ajn) -  прямоугольная матрица с элементами

• г '  ,  г  .  х2
Ajn = ^ k { X j - x ') fn{x')dx\

х,
(n = 1, ..., N; j  = 1,... ,  J ).

В соответствии с идеей метода [4, 5], коэффици­
енты ап определяются из условия минимальности 
функционала невязки, т.е. из самосопряженного 
уравнения

Ва = v, (5)
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Рис. 1. Реконструкция нагрузки типа I. Д = 0.02; N -  7, 
а=  10"7.

где В = Л*А, v = А*и, А* -  эрмитово-сопряженная 
матрица. Оптимальное числовое значение N  долж­
но быть согласовано с погрешностью исходных 
данных (способы такого согласования обсуждают­
ся ниже); предел N  = со отвечает точно заданной 
правой части уравнения (1). Обоснование алго­
ритма как регуляризующего, в смысле теории Ти­
хонова [8], имеется в методе проекций [10].

В качестве базисных функций f n(x) были исполь­
зованы ортонормированные на отрезке [Х{, Х2] по­
линомы Лежандра.

Чтобы упростить сравнение результатов, мо­
дельные функции нагрузки (̂д:) задавались вещест­
венными. В связи с этим уравнение (1) заменялось 
его вещественным аналогом с ядром R e l O ^ Q )  и 
правой частью Rel0w(.x;)|, где 0 = ехр(-/сог) -  задан­
ный фазовый множитель. Подобным же образом 
модифицировалось уравнение (5). Тем самым ве­
щественность нагрузки учитывалась как априор­
ный факт (за счет чего эффективность алгорит­
мов, грубо говоря, удваивалась).

Приведем результаты численного эксперимен­
та. В расчетах были задействованы два типа мо­
дельных функций нагрузки q(x): (I) комбинации из 
синусообразных и кусочно-постоянных функций, 
заданные на отрезке [Хь Х2] = [0; 1]; (II) функция

q(x) = 1 /У П Т 2 , взятая на отрезке [Хь Х2] = [-0.99;
0.99], которая в статическом приближении моде­
лирует действие прямоугольного штампа [14]. 
Массивы исходных данных формировались исхо­
дя из численного решения прямой задачи с кон­
кретной нагрузкой q(x), с наложением на числа щ

Я

Рис. 2. Реконструкция нагрузки типа I. Д = 0.02; N = 1, 
а= 10"9.

относительной случайной ошибки, равномерно 
распределенной в заданном интервале [-Д, Д]. 
Как обычно, численное решение обратной задачи 
сравнивалось затем с исходной модельной функ­
цией q(x). Типичные примеры таких сравнений да­
ны на рис. 1-3. Модельные функции изображены 
везде сплошными линиями; решения, полученные

Я

х

Рис. 3. Реконструкция нагрузки типа II. Д = 0.005; N  = 9, 
а  = 10~9.
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по методу Тихонова и по методу дискретных разло­
жений, -  соответственно, точками и пунктирными 
линиями. Все графики относятся к частоте к  = 6 и 
являются устойчивыми к выбору фазы сог. Резуль­
таты получены при случайных ошибках порядка 
одного процента, что совпадает с обычной точно­
стью, доступной в современной технике измере­
ний [4].

В этих примерах точки наблюдения х} выбира­
лись равномерно на интервале [Х3, Х4] = [6; 12], в 
количестве 12-ти. Конкретное расположение то­
чек и точное их число J  несущественны. Жела­
тельно лишь, чтобы выполнялось условие J  > 2М, 
так как при меньших значениях J  часть полезной 
информации скорее всего будет потеряна (2М -  
количество вещественных параметров, отвечаю­
щее М-комплексным амплитудам неоднородных 
мод). Если исходными данными служат ком­
плексные амплитуды Uj (а не вещественные зна­
чения Re{0Wj), как в модельных примерах), то 
тогда условие для J  принимает вид J  > М.

Значение параметра У в расчетах по методу 
Тихонова равнялось 30-ти (контрольные трех­
кратные увеличения параметра никак не отража­
лись на результатах). Способы определения пара­
метра а  изложены в [8, 9, 15].

В серии численных экспериментов производи­
лось плавное увеличение параметра Д (с надле­
жащей подстройкой параметров регуляризации 
а  и /V). При этом выяснялась приблизительная (как 
оценка по порядку величины) верхняя граница зна­
чений Д, начиная с которой качество восстанов­
ленного изображения сильно ухудшается (средняя 
относительная погрешность становится порядка 
ста процентов, перестают различаться экстрему­
мы модельной функции-оригинала, появляются 
ложные экстремумы и т.п.). Во всех исследован­
ных нами примерах этот верхний предел получал­
ся примерно одним и тем же для обоих алгорит­
мов -  построенного по методу дискретных разло­
жений и по методу Тихонова. Так, для модельной 
функции типа I с 2-мя экстремумами (рис. 1) ука­
занный предел можно оценить как Д = 0.005 и Д = 
= 0.05 на частотах к  = 3 и к  = 6 соответственно; для 
функции типа I с 4-мя экстремумами и для функции 
типа II на частоте к = 6 пределы близки к значени­
ям Д = 0.02 и Д = 0.005, для которых приведены гра­
фики (рис. 2, 3). Итогом этих опытов является вы­
вод о приблизительно одинаковой эффективнос­
ти двух алгоритмов.

Примечательно, что малость случайных оши­
бок сама по себе еще не гарантирует адекватную 
реконструкцию; определяющими факторами яв­
ляются также количество однородных мод М  и 
конфигурация поля контактных напряжений, ко­
торая должна быть “достаточно простой” (послед­
нее условие уточнено ниже). Это хорошо иллюст­
рируется следующим примером. Модельная функ­

ция нагрузки типа I с двумя экстремумами (рис. 1) 
уверенно восстанавливается обоими алгоритмами 
на частоте к = 3, на которой имеется всего три мо­
ды (при случайных ошибках -  до Д -  0.005). В то же 
время похожую функцию с четырьмя экстремума­
ми (рис. 2) на этой частоте не удается восстановить 
даже при Д = 0 (график функции аппроксимирует­
ся алгоритмами усредненной кривой, не передаю­
щей положения экстремумов). Но на частоте к  = 6, 
при двукратно возросшем числе мод, ее реконст­
рукция возможна (см. рис. 2). Такое поведение ре­
зультатов объясняется вырожденностью ядра (3) 
в дальней зоне.

Выбор параметра N  в методе дискретных раз­
ложений требует особой тщательности. Дело в 
том, что, как правило, при Д s  10-2 оптимальные 
значения N  весьма невелики -  порядка 5-10 (для 
сравнения см. [4, 5]). Поэтому даже небольшие 
(скажем, на ±(1-2)) отклонения параметра N  от 
оптимального значения способны заметно сни­
жать качество реконструкции (тем более, что при 
неоправданном завышении числа N  статистичес­
кая неустойчивость результатов растет катастро­
фически).

Для оценки наибольшего допустимого значе­
ния N  нужно исходить из чувствительности ре­
зультатов к случайным погрешностям. Пусть и, 
и + 8и -  два вектора исходных данных, получен­
ные в независимых измерениях. Обозначим через 
а, а + ба соответствующие векторы решений зада­
чи (5) при некотором N ; и' = Да -  приближенное 
решение прямой задачи, восстановленное из ре­
шения обратной; ст, > а 2 > ... > v N > 0 -  сингуляр­
ные числа [4,11] матрицы В; CN = g1/gn -  ее число
обусловленности; SN = о]' + ... + а^1. В форма­
лизме сингулярных разложений [4, 11] легко до­
казать неравенство ||6а|| < 5д]|8и||, или, что то же 
самое,

Да <5„Д и11и||/||а||, (6а)

где Д„ = ||5а||/||а||, Д„ = ||5u||/||u||, нормы берутся в евк­
лидовых пространствах RN и RJ. С учетом ортонор- 
мированности набора [fn) в (4), Аа есть интересую­
щая нас характерная погрешность решения q^x)\ 
величину Аи правомерно отождествить со средней 
погрешностью исходных данных Д. Из сингулярно­
го разложения для а имеем ||а|| > <з]1 ||и||. В силу бы­
строго, квазиэкспоненциального [4] убывания по­
следовательности сингулярных чисел, можно по­
ложить SN~ а дг1; кроме того, ||u'|| * ||и||. Подставив
эти результаты в (6а), получим ограничение по 
порядку величины,

Д* *  CNAU. (66)

Правые части неравенств (6) дают для Аа завы­
шенную оценку, и пока они сами не превышают
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единицы, погрешность Да остается в разумных 
пределах. Из этих соображений вытекают два 
взаимозаменяемых критерия, позволяющие оп­
ределить по заданной погрешности Ди = А опти­
мальное значение N. А именно, таковым является 
наибольшее значение N , при котором (А) -  пра­
вая часть неравенства (6а) или же (Б) -  правая 
часть неравенства (66) не превышает единицы. 
Критерий (А), использующий меру потери точно­
сти 5дг, гарантирует, что статистический разброс 
результатов не окажется больше ста процентов; 
более удобный критерий (Б) был ранее установлен 
эмпирически в работе [4]. На довольно большом 
количестве численных примеров нами было про­
верено, что, несмотря на нестрогость оценок, оба 
критерия обычно выделяют одинаковые (или от­
личные на единицу) значения N, которые как раз и 
совпадают с оптимальными (подобранными из ус­
ловия наилучшего соответствия модельной функ­
ции-оригиналу). Столь эффективное действие 
критериев основано на резкой зависимости сингу­
лярных чисел от их порядкового номера (рис. 4).

Как было отмечено выше, свойства ядра в 
дальней зоне налагают специфические ограниче­
ния на возможность реконструкции. Выяснить 
суть этих ограничений несложно на основе дис­
кретного подхода. Рассуждения проведем для 
комплексных нагрузок; в варианте с априорно ве­
щественными функциями q{x) все последующие 
соотношения сохраняются с заменой числа мод М  
на соответствующее число вещественных пара­
метров 2М. В приближении дальней зоны, т.е. в 
задаче с вырожденным ядром (36) допустимые 
значения регуляризующего параметра N  ограни­
чены сверху размерностью пространства векто­
ров и, равной количеству однородных мод М  (при 
N  > М  старшие сингулярные числа матрицы В по­
лучатся нулевыми, и решение будет неустойчи­
во). Пусть N[q] -  характерное наименьшее число 
членов Фурье-разложения (4), дающее приемле­
мое приближение заданной функции q(x) по нор­
ме С[Хи Х2]. Тогда для успешной реконструкции 
должно выполняться условие

N[q]<M.  (7)
В пределе при А — ► 0 необходимое условие ре­
конструкции (7) становится, в определенном 
смысле, также и достаточным. Действительно, в 
классе функций q(x), представимых конечным ря­
дом Фурье вида (4) с N  < М , решение обратной за­
дачи с ядром (36) единственно и устойчиво к  воз­
мущениям исходных данных и. Для нагрузок же 
общего вида, при условии (7), вклады в вектор и 
от старших (с номерами п>М)  членов ряда Фурье 
носят характер малого возмущения, что обеспе­
чивает восстановление младших членов ряда по 
методу [4, 5]. Итак, условие (7) служит искомым 
оценочным критерием, определяющим (при не 
слишком больших погрешностях А) возможность

Рис. 4. Сингулярные числа в примерах с нагрузками 
типа I и II (кривые I и II соответственно). Различие гра­
фиков связано с разными зонами приложения нагру­
зок. к  = 6; N=  12. Для N  < 12 результаты мало отлича­
ются от показанных на рисунке, так как младшие син­
гулярные числа слабо зависят от размерности N.

адекватной реконструкции. Согласно (7), умень­
шение числа однородных мод М  ведет не столько 
к общему ухудшению качества восстановленных 
изображений, сколько к сужению допустимого 
множества функций q(x)\ именно это и наблюда­
лось в численных экспериментах.

Ввиду того, что значение N[q] понимается 
лишь как оценка по порядку величины, его мож­
но трактовать как собственную характеристику 
функции q(x\ слабо зависящую от выбора базис­
ных функций в (4). Поэтому неудивительно, что 
критерий (7) оправдывается эмпирически не 
только в дискретном подходе, но и в расчетах по 
методу Тихонова, в которых базис не фиксиро­
ван. Интерпретируя условие (7), уместно также 
подчеркнуть, что в приближении дальней зоны 
предел А — ► 0 физически соответствует малой, 
но конечной погрешности измерений, превосхо­
дящей вклады от неоднородных мод.

Таким образом, в настоящей работе, в рамках 
общей задачи восстановления поля [4, 5], исследо­
вана модель с реконструкцией динамических кон­
тактных напряжений, действующих на упругий 
слой. Реконструкцию удается проводить как мето­
дом дискретных разложений [4,5], так и на основе 
интегрального операторного уравнения, регуля- 
ризованного методом Тихонова. Эффективность 
двух подходов оказалась примерно одинаковой, и 
это придает уверенность в том, что она близка к 
принципиально достижимой.

Некоторым недостатком дискретного подхода 
является слабая устойчивость результатов к по­
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рядку N  редуцированной системы уравнений. Как 
было показано, эта трудность все же преодолима. 
В ходе обсуждения данного вопроса пояснено ма­
тематическое происхождение эмпирической оцен­
ки [4] для оптимальных значений N> указана аль­
тернативная оценка и подтверждена примени­
мость обеих оценок на практике.

Восстановление контактной нагрузки оказы­
вается возможным даже в том случае, когда из­
мерения производятся в дальней зоне, и экспери­
ментальная информация предельно бедна из-за 
малого числа мод, существующих в этой области. 
Вырожденность ядра интегрального уравнения 
Фредгольма налагает при этом естественные огра­
ничения на реконструкцию поля напряжений, кон­
фигурация которого должна быть a priori доста­
точно простой. Для таких полей, удовлетворяю­
щих условию (7), прогнозируется, при не слишком 
больших измерительных погрешностях, устойчи­
вая реконструкция с передачей пространственных 
деталей волновой картины.

Работа выполнена при частичной поддержке 
РФФИ (№ 00-01-00545, № 00-15-96087).
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Reconstruction of the Dynamic Contact Stresses in an Elastic Layer
from the Displacements of Its Free Surface
A. O. Vatul’yan, V. M. Dragilev, and L. L. Dragileva

An inverse problem on the reconstruction of the wave field of contact stresses produced by an external load in 
an elastic layer from the displacements of its free surface is considered for the model of forced steady-state vi­
brations in the approximation of plane deformations. The solution is constructed using two approaches: (1) a 
reduction of the problem to the Fredholm integral equation of the first kind with the use of the Tikhonov regu­
larization and (2) an expansion of the solution in a discrete set of waves. It is shown that both approaches are 
approximately equivalent in the model under consideration. Possibilities for an adequate reconstruction of the 
source field from far-zone measurements of a finite number of propagating wave modes are analyzed.
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