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Представлено систематическое описание нового подхода к определению расхода жидкости или га­
за, транспортируемых по трубопроводам круглого сечения, на основе многоплоскостных ультра­
звуковых времяпролетных измерений. Разработан математический аппарат обработки импульсных 
акустических сигналов, регистрируемых в нескольких измерительных плоскостях, обеспечиваю­
щий получение прецизионных оценок величины расхода за счет применения методов квадратурно­
го интегрирования. Предложены несколько вариантов реализации многоплоскостных измерений. 
Приведены таблицы известных, а также рассчитанных впервые узлов и коэффициентов соответст­
вующих квадратурных формул.

ВВЕДЕН И Е

Определение характеристик жидкостей или 
газов, перекачиваемых по трубопроводам раз­
личного, в частности, круглого сечения является 
актуальной теоретической, вычислительной и 
инженерной задачей, вызывающей практический 
интерес [1-6]. Важнейшей характеристикой та­
ких потоков является расход -  объем жидкости 
или газа, прокачиваемый через сечение трубы в 
единицу времени. Усилия отдельных исследова­
телей и компаний, производящих измерительное 
оборудование, в последнее время были направле­
ны на уменьшение погрешности измерений, обус­
ловленной, в первую очередь, пространственной 
неоднородностью измеряемых потоков. Одним 
из наиболее перспективных подходов к  решению 
этой задачи является проведение так называемых 
многоплоскостных измерений. При этом для 
оценки характеристик потока используется на­
бор измерений, проведенных в нескольких парал­
лельных относительно продольной оси трубопро­
вода измерительных плоскостях. Наряду с естест­
венным выигрышем в точности, обусловленным 
увеличением количества исходных данных, такой 
подход обеспечил возможность применения фор­
мул квадратурного интегрирования, дающих су­
щественное увеличение точности итоговых оце­
нок расхода. Кроме того, многоплоскостные из­
мерения позволили поставить и решить задачу 
реконструкции симметричного распределения 
аксиальной компоненты скорости потока в сече­
нии трубы на основе преобразования Абеля [7]. 
Дальнейшее развитие многоплоскостного подхо­
да связано с разработкой приборов и алгоритмов 
для полной реконструкции произвольного дву­

мерного распределения аксиальной компоненты 
скорости потока в сечении трубы на основе пре­
образования Радона [8].

1. МНОГО ПЛОСКОСТНОЙ п о д х о д  
К УЛЬТРАЗВУКОВЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ

РАС ХО ДА
В общем случае для определения расхода Q не­

обходимо вычислить двумерный интеграл

Q = J v z(x9 у, z)dS =
S(z)

v z{x, у, z)dy dx.

где vz(x, у, z) -  аксиальная (вдоль трубы) компо­
нента скорости потока, S(z) -  сечение трубы пло­
скостью, перпендикулярной к  оси трубы, (х, у, z) -  
декартовы координаты: z -  вдоль оси трубы, х, у -  
в плоскости сечения S(z).

Для определения расхода можно использовать 
измерения времени пролета ультразвуковых им­
пульсов в нескольких измерительных плоскостях, 
перпендикулярных плоскости сечения трубы и 
параллельных оси трубы (рис. 1). При этом пред­
полагается, что на длине L  скорость потока не ме­
няется, т.е. v,(x, у, z) = v_(x, у).

Рассмотрим связь времен пролета сигнала в 
прямом и обратном направлениях с распределе­
нием скорости потока в сечении трубы. Будем 
считать, что линия пролета сигнала образует с
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Рис. 1. И з м е р и т е л ь н а я  п л о с к о с т ь ,  р а с п о л о ж е н н а я  н а  р а с с т о я н и и  % о т  о с и  т р у б ы ,  д л я  и з м е р е н и я  в р е м е н и  п р о л е т а  у л ь ­
т р а з в у к о в о г о  и м п у л ь с а  м е ж д у  п р и е м н о - и з л у ч а т е л ь н ы м и  э л е м е н т а м и  А  х и  Л 2 ,  р а с п о л о ж е н н ы м и  с  о д н о й  с т о р о н ы  т р у ­
б ы  ( а )  и  с  р а з н ы х  с т о р о н  т р у б ы  ( б ) .  В  -  о т р а ж а т е л ь н а я  п л о щ а д к а ,  L  -  р а с с т о я н и е  м е ж д у  п р и е м н о - и з л у ч а т е л ь н ы м и  э л е ­
м е н т а м и  А у  и  А 2  в д о л ь  о с и  т р у б ы .

Рис. 2. Г е о м е т р и я  и з м е р е н и я  в р е м е н и  п р о л е т а  у л ь т р а з в у к о в о г о  и м п у л ь с а  м е ж д у  п р и е м н о - и з л у ч а т е л ь н ы м и  э л е м е н т а ­
м и  А  и  В  в  и з м е р и т е л ь н о й  п л о с к о с т и  ( а )  и  в  п р о е к ц и и  н а  п л о с к о с т ь  с е ч е н и я  т р у б ы  ( б ) .

осью трубы угол а  (рис. 2). Тогда время tAff проле­
та сигнала от точки А до точки В и время tBA про­
лета сигнала от точки В до точки А будут равны

в

ч
dli

с0 + v .(/,)c o s a ’

dU
с0 + v.(Z2)cosa ’

где vz(lm) = vz(x(/m), y (lm))9 cq -  скорость звука в не­
подвижной среде, т  -  индекс, характеризующий 
измерительную траекторию, а их разность

Д* — tBA-t&R -АВ

= i
2 v .( /)  cos a dl 2 cos a

в
2 2 / ; .  2 Cq — v . (/) cos a 0

j v z(l)d l.
(4)

в

2
V .При этом была учтена малость отношения - f  .
с

Особо отметим, что традиционно [9-12] в из­
мерениях потоков оперируют средней скоростью

v .( l) d l9 которая определяется че­

рез измеренные значения At:

2
со

2|АВ| cosa At.

Конструктивное исполнение большинства изме­
рительных устройств ориентировано именно на 
регистрацию усредненных скоростей потока 
вдоль одного или нескольких направлений. Вели­
чина расхода при этом определяется простым ум­
ножением средней скорости на площадь сечения 
канала с поправочным коэффициентом в случае 
одной измерительной плоскости или интегриро­
ванием оценок средних скоростей для нескольких 
измерительных плоскостей. Однако, вообще го­
воря, получение оценок средних скоростей не яв­
ляется необходимым, если речь идет именно о 
высокоточных измерениях величины расхода. 
Напротив, можно ограничиться лишь интегриро-
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ванием измеренных данных о временах пролета 
ультразвуковых импульсов.

Соотношение (4) связывает интеграл по про­
странственному распределению аксиальной ком­
поненты скорости потока вдоль линии, соединяю­
щей приемно-излучательные элементы (датчи­
ки), с измеренными значениями времени пролета 
ультразвукового импульса. Аналогично по сумме 
этих значений можно определить с0 -  скорость 
звука в неподвижной среде, как текущ ую харак­
теристику потока:

G t  -  *В А  +  ГА В  “

Г 2с„d l = 2 г =  2\АВ\
] c 2- v 2(/)cos2a ~  с»[

Переходя к  координатам в плоскости сечения 
5(г) (рис. 26), получим

>2

h ( l > d l  -  -
В У 1

+Jr2- x2

= i L  I  v ^ y ^ y -

- Я•2-x2

(7)

Тогда для определения расхода будут справедли­
вы несколько выражений, в зависимости от того, 
какие величины будут приниматься в качестве ис­
ходных. Если исходными данными считать Л/ и с0, 
то

+ R

в -  J
- R

+Jr^ ?
J v .(x , y)dy

—JpZx

c20iga

2

+ R

dx =

J A t(x)dx,
- R

если v T(x), to

+/?
Q = J v.(„\:)|A£|sinadA: =

- R

= 2 J Jr~ -x ~ v z(x)dx.
-R

если Д/ и a „  то

Q = ----f(«2-*2)sin a  cos a  J
2  2чД/(д:) dx.

- R G'

(8a)

( 86)

(8c)

Формула (1) справедлива для произвольной 
функции vz(x4 у). В то же время при измерениях и

исследованиях потоков, ка к  правило, на скорость 
v,(*, у) накладываются дополнительные условия, 
ограничивающих класс допустимых функций. Ес­
тественно, если используемое предположение не 
соответствует реальному потоку, в результаты 
вычислений на основе измеренных данных вно­
сится дополнительная ошибка. М ожно выделить 
следующие классы функций по важности накла­
дываемых условий:

1. Скорость vz(x,y) описывается заданной ана­
литической зависимостью.

2. Скорость vz(x, у) осесимметрична v.(x, у) =

3. Скорость vz(x, у) является произвольной 
функцией координат.

В первом случае для вычисления расхода мо­
жет быть достаточно одного измерения в диамет­
ральной измерительной плоскости (^ = 0), на­
пример для постоянной по сечению скорости
vz(x, у) = v0 = const:

Q = v 0nR2 = v\,(0)7tfl2. (9)

Для течения Пуазейля v.(x, у) = v0( 1 -  х + ^
V R-

Q = ± v 0nR2 = ^ v z(0)nR 2. (10)

Более сложные заданные профили скорости, 
например профили Салами [13], используются в 
основном для исследования точности различных 
методов.

Во втором случае для численного вычисления 
интеграла (1) необходимо несколько измерений в 
различных измерительных плоскостях (рис. 3), 
причем измерения в плоскости, лежащей на рас­
стоянии д: от оси трубы, не зависят от ориентации 
измерительной плоскости относительно трубы, 
например параллельная геометрия измерений 
полностью эквивалентна веерной (рис. 4).

При этом возникает целый ряд методов много­
плоскостных измерений, в том числе методы ква­
дратурного интегрирования. Кроме того, возни­
кает возможность решения задачи восстановле­
ния полного профиля скорости v.(r) на основе 
преобразования Абеля [7].

Последний случай самый сложный, но и самый 
интересный. Хотя для вычисления расхода при­
годны методы квадратурного интегрирования, но 
все измерительные плоскости должны быть па­
раллельны друг другу. Веерная геометрия изме­
рений не допускает точного применения квадра­
турных формул. При этом, однако, можно ста­
вить задачу восстановления произвольного 
профиля скорости v,(r) на основе преобразования 
Радона [8].
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Р и с .  3. Многоплоскостные ультразвуковые измерения: параллельные измерительные плоскости (а), сечение трубы (б)

Р и с .  4. Параллельная (а) и веерная (б) геометрии измерений.

2. КВАД РАТУРН О Е И Н ТЕГРИ РО ВАН И Е

Для вычисления интегралов (8а-8с) можно ис­
пользовать формулы численного интегрирова­
ния, такие как формула прямоугольников или 
формула Симпсона [14]. Однако при ограничен­
ном количестве отсчетов подынтегральной функ­
ции значительно более точные оценки дают не­
посредственно квадратурные формулы более вы­
соких порядков.

В теории квадратурного интегрирования рас­
сматриваются наиболее эффективные способы 
вычисления на стандартном интервале интегри­
рования £ е [-1 , +1] интегралов вида

+i
с = J (П)

-1

где р (£) > 0 -  достаточно произвольная весовая 
функция.

Нетрудно видеть, что формулы (8а-8с), после 
замены £ = x/R. приводятся к  виду (11) с р(£) = 1,

Р ®  = а/ П Т 2,р© =  1- $ 2и /Ф  = =

= 2R2 v , (i;), ffe ) = — ------- '-hi— t соответственно.
a, s inacosa

Для фиксированного количества дискретных из­
мерений п интеграл (11) превращается в сумму

п

G = 2 > УД ^ ) ’ О 2)
J- 1

где Х} -  коэффициенты квадратурной формулы, 
^  -  узлы (абсциссы) квадратурной формулы.

В рамках теории квадратурных формул воз­
можны три постановки задачи.

Задача Ньютона. Для заданного расположе­
ния узлов L  найти наилучшие значения коэффи­
циентов Xj. Наиболее известны формулы Ньюто- 
на-Котеса для равноотстоящих узлов

Задача Чебышева. Для заданных значений ко ­
эффициентов Xj найти наилучшее расположение 
узлов Наиболее известны формулы Чебышева

2
для равных коэффициентов X/ = “  •

Задача Гаусса. Найти наилучшее расположе­
ние узлов 4/ и соответствующие значения коэф­
фициентов Kj — формулы Гаусса.
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Таблица 1. У злы и коэффициенты квадратурной формулы для весовой функции р(£) = 1

п
Задача Ньютона Задача Чебышева Задача Гаусса

ч
-0.6667
+ 0.0000
+0.6667
-0.7500
-0.2500
+0.2500
+0.7500
-0.8000
-0.4000
+ 0.0000
+0.4000
+0.8000

h
0.7500
0.5000
0.7500
0.5417
0.4583
0.4583
0.5417
0.4774
0.1736
0.6979
0.1736
0.4774

%
•0.7071
0.0000
0.7071
-0.7947
-0.1876
0.1876
0.7947
■0.8325
-0.3745
0.0000
0.3745
0.8325

h
0.6667 
0.6667 
0.6667 
0.51 
0.51 
0.51 
0.5000 
0.4000 
0.4000 
0.4000 
0.4000 
0.4000

mu
•ю
mu

%
•0.7746
0.0000
0.7746
-0.8611
-0.3400
0.3400
0.8611
-0.9062
-0.5385
0.0000
0.5385
0.9062

h
0.5556
0.8889
0.5556
0.3479
0.6521
0.6521
0.3479
0.2369
0.4786
0.5689
0.4786
0.2369

Очевидно, что наивысшая точность достигает­
ся в формулах Гаусса. Тем не менее, задача Н ью ­
тона наиболее гибкая, так как для произвольного 
расположения узлов позволяет найти оптималь­
ные значения квадратурных коэффициентов, а 
при наличии статистической погрешности в ре­
зультатах измерений наибольшей устойчивостью 
обладают формулы Чебышева.

Для любой весовой функции p0(Q  можно ис­
пользовать формулы для любой другой весовой 
функции /?,(<;), умножая подынтегральную функ-

/>о(£)цию на — -£ -, та к ка к  справедливо равенство 
Р  i ( s )

+ 1 +1

\ р о ( № №  =  J*($>U ^(S>]* =
(13)

-1
Поэтому, в частности, для вычисления (11) мож­
но использовать коэффициенты квадратурной 
формулы Xj для р(£) = 1. Тогда формулу (12) мож­
но записать в виде

п  п

G  = 5 > x w ( ^ )  = (14)
j - 1 ;=>

Решение задачи Ньютона для произвольного 
расположения узлов имеет вид

+ 1 п

— j X t )  П ^ М -

i b - b j ) - 1 i= ;1 ] * к
J * I 
j * k

(15)

Задача Чебышева исследована хуже. Извест­
ны решения в случае p(Q  = 1 для п = 2, 3, 4, 5, 6, 7,

9. Интересно, что для p(Q  = ---.I... формулы Че-
7 Г Т !

бышева и Гаусса совпадают, а для других весовых

функций, в частности, р{^) = л/1 -  Z? , они различ­
ны.

Решением задачи Г  аусса для р(%) = 1 является 
расположение узлов квадратурной формулы ^  в 
нулях многочленов Лежандра = 0 и X,- =
= ____________________2____________________

Для р(^) = 1 решения задач Ньютона (при экви­
дистантном расположении узлов), Чебышева и 
Гаусса [15] приведены в табл. 1. Заметим, что 
этот случай соответствует непосредственной об­
работке именно разности времен пролета ультра­
звуковых импульсов At, а не средней скорости
v z(x).

Для других весовых функций соответствую­
щие коэффициенты могут быть пересчитаны по 
формуле (14). Однако более точными будут ре­
шения, полученные непосредственно для соот­
ветствующих весовых функций. Хотя не все из 
этих решений можно найти в справочной литера­
туре, методы их нахождения хорошо известны
[14] и могут быть использованы в каждом кон­
кретном случае. Например, вычисление коэффи­
циентов квадратурной формулы Xj (15) в задаче
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Ньютона для весовой функции p (t)  = J l  -  сво­
дится к  вычислению интегралов вида

J =
-1

О, к  =  2 т  + 1 
(2 т  -  1)!!

2т * 1( т  + 1)!
я, & = 2 т .

В частности /0 = ^ я; /2 = 1 , 1 г 5- я; / 4 = - 7 Г ; / 6 = ш я;

/ 8  =
7 , 21

256 П' 10 1024 Л'
Рассмотрим п измерительных плоскостей в 

ньютоновском измерительном модуле, основан­
ном на решении задачи Ньютона (рис. 5). Экви­
дистантное расположение требует, чтобы = 
= Д^2 =•••= = Д£. При этом вопрос о величине
концевых отрезков Д ^  и Д£„ +, остается откры ­
тым. Считая их равными, положим Д^о = Д^„ + , = 
= аД£. Два крайних случая соответствуют Д^о = 
=  Д^, + 1= 0 ( а  = 0)иД^о = Д ^  + 1 = Д ^ (а =  1). Кроме 
того, возможны промежуточные варианты, из 
которых предпочтительным, по-видимому, явля­
ется случай а  = 0.5.

Впервые рассчитанные решения задачи Нью­

тона для р (\)  = J 1 и а  = 0.0,0.5,1.0 приведены
в табл. 2.

Аналогично может быть получено решение 
задачи Чебышева. Решение задачи Гаусса в слу-

Рис. 5. Расположение измерительных плоскостей в 
ньютоновском модуле.

чаеp(h) = J l - % 2 (т.е., в случае, когда в качестве 
исходных измеренных данных принимается 
V, (х)) известно (см. например, [17]). Узлы  квадра­

турной формулы = c o s ^ ^ - y j,  a Xj =

Я . •> Я /
------------------- г  Sin----—
п + 1 п + 1
Многоплоскостные измерения обеспечивают 

большое разнообразие возможных реализаций 
измерительных модулей. Понимая под измери­
тельной схемой набор расстояний измерительных 
плоскостей от оси трубы вместе с набором ис­
пользуемых для расчета расхода коэффициентов 
квадратурных формул, можно предложить, как 
минимум, три варианта измерительных модулей, 
в зависимости от того, решение какой задачи по­
ложено в основу: ньютоновский модуль с эквиди­
стантным расположением измерительных плос-

Таблица 2. Узлы и коэффициенты квадратурной формулы в задаче Ньютона для весовой функции р(£) = J \  -

а  = 0.0 a = 0.5 a = 1.0
• 1

% h * * h
3 -1.0000 0.1963 -0.6667 0.4418 -0.5000 0.7854

+0.0000 1.1781 +0.0000 0.6872 +0.0000
+1.0000 0.1963 +0.6667 0.4418 +0.5000

w w w w w
0.7854

4 -1.0000 0.1227 -0.7500 0.2945 -0.6000 0.5154
-0.3333 0.6627 -0.2500 0.4909 -0.2000 0.2700
+0.3333 0.6627 +0.2500 0.4909 +0.2000 0.2700

0.1227 +0.7500 0.2945 +0.6000 0 5154
5 -1.0000 .0654 -0.8000 0.2173 -0.6667 0.5154

-0.5000 .5236 -0.4000 0.3579 -0.3333 0.2945
+0.0000 .3927 +0.0000 0.4203 +0.0000 1.1290
+0.5000 .5236 +0.4000 0.3579 +0.3333 0.2945
+1.0000____________ -— .0654 +0.8000 0.2173— +0.6667 0.5154
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костей, чебышевский модуль, гауссовский мо­
дуль. При этом каждый из видов измерительных 
модулей может быть основан на решении соот­
ветствующей задачи с тремя весовыми функция­
ми для каждой из формул (8а-8с). Кроме того, 
ньютоновские модули, ка к  отмечено выше, могут 
иметь модификации с разными концевыми отрез­
ками.

Дальнейшие улучшения возможны за счет по­
вышения порядка квадратурной формулы при не­
изменном количестве измерительных плоско­
стей, а также за счет введения так называемых 
скошенных плоскостей [16]. Таким образом, вы­
бор оптимальной конструкции измерительного 
модуля представляет собой нетривиальную науч­
но-инженерную задачу, успешное решение кото­
рой определяется конкретными условиями изго­
товления такого модуля, а также требованиями, 
предъявляемыми к  электронному блоку обработ­
ки измерительных данных.

Работа была выполнена при частичной финан­
совой поддержке Американского фонда граждан­
ских исследований и разработок (проект CRDF 
RP1-517). Авторы благодарны Л. Линнворсу 
(L.C. Lynnworth, GE Panametrics Inc., Waltham, 
USA) за плодотворные дискуссии.
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Acoustical Multipath Flow Measurements Based 
on Quadrature Integration Methods

S. A. Tereshchenko and M. N. Rychagov

A systematic description of a new approach to determining the flow rates o f liquids or gases transported through 
pipelines of circular cross sections is presented. The approach is based on multipath ultrasonic time-of-flight 
measurements. A mathematical technique for processing pulsed acoustic signals recorded in several measuring 
planes is developed. The technique provides precision estimates of flow rates owing to the use of quadrature 
integration methods. Several variants of realizing the multipath measurements are suggested. Tables of nodes 
and weights of the corresponding quadrature formulas, including both known values and values calculated for 
the first time, are presented.
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