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Разработан приближенный аналитический подход для описания хаотического поведения лучевых 
траекторий в глубоководных акустических волноводах на трассах длиной до 3-5 тысяч километров. 
Динамика лучей исследована с помощью гамильтонова формализма, выраженного в терминах ка­
нонических переменных действие-угол. Использована реалистическая модель волновода с флукту­
ациями показателя преломления, обусловленными случайным полем внутренних волн. Получено 
уравнение Фоккера-Планка для переменной действия и показано, что зависимость этой перемен­
ной от дистанции может быть аппроксимирована винеровским случайным процессом, представля­
ющим простейшую модель диффузии. Выведены формулы для расчета плотности вероятности ко­
ординаты и других характеристик лучей. Найдено приближенное выражение для сглаженной ин­
тенсивности поля точечного источника. Для иллюстрации и тестирования полученных формул 
выполнено сравнение их предсказаний с результатами численного решения лучевых уравнений и 
расчета поля методом параболического уравнения.

ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование полей в подводных 
акустических волноводах свидетельствует о том, 
что лучевая теория позволяет правильно пред­
сказывать многие важные характеристики при­
нимаемых сигналов даже на трассах протяженно­
стью до нескольких тысяч километров. Многие 
результаты, полученные в приближении геомет­
рической оптики, неплохо согласуются как с рас­
четами, выполненными методом параболическо­
го уравнения, так и с данными натурных экспери­
ментов [1, 2, 3, 4]. Это стимулирует интерес к 
развитию новых методов анализа лучевой струк­
туры поля при дальнем распространении звука в 
океане.

Как известно, горизонтальные масштабы ва­
риаций скорости звука в морской воде существен­
но (как минимум на два порядка) превышают вер­
тикальные [5]. Данное обстоятельство позволяет 
пренебречь горизонтальной рефракцией лучей и. 
соответственно, ограничиться анализом двумер­
ной модели среды [6, 7]. При этом скорость звука 
задается функцией c(r, z) с аргументами г -  дис­
танция и глубина. В типичных моделях волно­
водов эта функция представлена в виде

с(г, z) = c0( t \ z )  + bc(r4 z), (1)

где c*„(r, z) -  невозмущенное поле скорости звука, 
плавно зависящее от обеих координат, и 5c(r, z) -  
малое возмущение. Предполагается, что 8c(r, z) -  
случайная функция и поэтому изучение лучевой

структуры поля требует применения статистиче­
ских методов.

В теории распространения волн в случайных 
средах описание лучей (как и других характерис­
тик волновых полей) базируется на использова­
нии понятия статистического ансамбля реализа­
ций среды. Статистические характеристики луча 
с заданными стартовыми параметрами Zo и Хо “ 
начальная глубина и угол выхода соответствен­
но -  определяются усреднением по лучам с таки­
ми же начальными условиями в различных реали­
зациях среды, образующих ансамбль. Этот под­
ход является общепринятым и большинство 
работ по анализу стохастической лучевой струк­
туры ноля выполнены в его рамках [8].

В конце 80-х годов наметилось новое направ­
ление изучения стохастической динамики лучей, 
подсказанное оптико-механической аналогией [4, 
9, К). 11, 12, 13, 14]. Дело в том. что поведение лу­
чевой траектории в переменном но трассе волно­
воде подчиняется практически тем же уравнени­
ям, которые описывают и колебания нелинейно­
го осциллятора под действием нестационарной 
внешней силы. В механике хорошо известно, что 
типичной является ситуация, когда такой осцил­
лятор ведет себя хаотически [15]. Численные рас­
четы подтвердили, что в подводных акустических 
волноводах лучевые траектории, как и следовало 
ожидать, ведут себя аналогичным образом [4. 16]. 
Хаотические лучи отличаются сильной неустой­
чивостью: для траекторий с очень близкими на­
чальными условиями разность вертикальных ко­
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ординат Az с увеличением расстояния г  растет (в 
среднем) по экспоненциальному закону [9]

Д --е х р (Ъ -) . (2)

Целью нашей работы является приближенное 
аналитическое описание статистики лучевого ха­
оса в реалистичной модели акустического волно­
вода в глубоком море с неоднородностями ско­
рости звука 6c(r, z), вызванными случайными 
внутренними волнами. В данной модели показа­
тели Ляпунова А. обычно имеют величину поряд­
ка 0.01 км’ 1 [4]. На дистанциях, превышающих 
1000 км, лучевой хаос уже хорошо развит и учет 
данного явления при анализе статистики звуко­
вых полей принципиально необходим.

В данной работе мы исследуем хаотическую 
динамику лучей в детерминированной среде с 
пространственными флуктуациями скорости зву­
ка, заданными отдельной реализацей возмущения 
8c(ry z). Мы воспользуемся тем, что при г >  Аг1 лу­
чевые траектории с близкими начальными усло­
виями становятся практически независимыми, и 
усреднение по начальным условиям будем трак­
товать как статистическое. Результаты числен­
ного моделирования свидетельствуют, что най­
денные таким образом статистические характе­
ристики хаотических лучей слабо зависят от 
конкретной реализации сг(/\ с ) ,  использованной 
при расчетах. Поэтому можно ожидать, что ана­
лиз статистики лучей в отдельной реализации по­
ля скорости звука дает результаты близкие к тем, 
которые были бы получены при усреднении по 
статистическому ансамблю волноводов. Однако 
важный и очень интересный вопрос о том, на­
сколько хорошо одна реализация неоднороднос­
тей представляет весь статистический ансамбль, 
выходит за рамки данной работы и здесь не иссле­
дуется.

Метод анализа хаотической динамики лучей, 
изложенный в данной статье, базируется на га­
мильтоновом формализме, выраженном в терми­
нах канонических переменных действие-угол 
(/, 0) [9, 17]. Эти переменные широко применяют­
ся для анализа финитных движений частиц в ме­
ханике и исследования осцилляций лучевых тра­
екторий в волноводах. Переменная действия /  оп­
ределяет амплитуду и длину цикла траектории, а 
угловая переменная 0 (ее не следует путать с гео­
метрическим углом скольжения луча) задает по­
ложение текущей точки луча внутри заданного 
цикла. Можно сказать, что 0 играет роль фазы 
осциллирующей траектории.

Для большинства лучей переменная 0 быстро 
стохастизируется -  уже на сравнительно корот­
ких трассах ее можно считать равномерно рас­
пределенной в интервале от 0 до 2л. Это позволя­
ет получить уравнение Фоккера-Планка для 
переменной действия. Численный расчет показы­

вает, что в нашей модели волновода коэффици­
ент диффузии / можно аппроксимировать кон­
стантой. В этом приближении случайная функ­
ция /(г) моделирует ся винеровским процессом и 
поэтому плотность вероятности действия выра­
жается хорошо известной формулой.

Зная совместную плотности вероятности /  и 0, 
можно рассчитать практи чески любые статисти­
ческие характеристики лучей. В данной работе 
возможности обсуждаемого подхода проиллюст­
рированы на примере поля точечного источника. 
Рассмотрены две конкретные задачи. Во-первых, 
найдены плотности вероятности распределения 
параметров хаотических лучей, выходящих из то­
чечного источника. Кроме того, получена форму­
ла для интенсивности поля в вертикальном сече­
нии волновода, сглаженной с помощью плавной 
весовой функции. Предсказания, полученные в 
рамках нашего приближения, -  мы называем его 
приближением винеровского процесса -  сопос­
тавляются с результатами (численными) прямого 
расчета лучевых траекторий и волнового поля.

В данной работе мы пользуемся приближе­
нием параболического уравнения (малоугло­
вым приближением), хотя обобщение результа­
тов на случай, когда поле задается уравнением 
Гельмгольца, не составляет труда. Дело в том, 
что параболическое уравнение, в отличие от 
уравнения Гельмгольца, сравнительно легко ре­
шается численно [5]. При тестировании формулы 
для сглаженной интенсивности поля мы исполь­
зовали одну из известных программ для решения 
параболического уравнения, которая называется 
ММРЕ [18].

Более подробное описание нашего подхода из­
ложено в электронном препринте (e-print) [19]. 
Его можно найти в Internet на сайте xxx.Ianl.gov.

2. ГАМИЛЬТОНОВ ФОРМАЛИЗМ 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ЛУЧЕВЫХ ТРАЕКТОРИЙ

2.1. Переменные импульс-координата

В данной работе для простоты будем считать, 
что невозмущенное поле скорости звука в (1) не 
зависит от г, т.е. по всей трассе оно задается плав­
ной функцией r0(z). Пусть ось z направлена вниз и 
поверхность воды совпадает с плоскостью z = 0. 
Показатель преломления n(r,z) равен cjc(r , -), где 
сг -  вспомогательная константа, которую в под­
водной акустике всегда можно выбрать таким об­
разом, что |с -  сг\ <  сг. При этом n(r, z.) = n0(z) + 
+ 5л(/\ z), где n0(z) = c jc0(z), а -  - 5 c/cr -  малое 
возмущение показателя преломления, ответст­
венное за возникновение лучевого хаоса.
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Для анализа лучевых траектории воспользу­
емся гамильтоновым формализмом [9. 20]. В его 
рамках лучевые уравнения имеют вид

dz  _ дН  dp _  с)Н 
d r  dp dr dz ’

где

( 1 - ' П2
Функцию W можно трактовать как гамильтониан 
некоторой (воображаемой) механической систе­
мы. Фигурирующий в (3) и (4) параметр траекто­
рии р  является аналогом механического импуль­
са, а расстояние г  играет роль времени. Связь им­
пульса с углом скольжения луча х  дается 
соотношением р =  t g x . Выражение для гамильто­
ниана приведено в малоугловом приближении 
(р <  1), которым, как указано во Введении, мы 
пользуемся в данной работе.

2.2. Переменные действие-угол

задающая пространственную частоту осцилляций 
траектории. В этой формуле D -  длина цикла (пе­
риод) луча.

Известную производящую функцию канони­
ческого преобразования, связывающего нары пе­
ременных (р, z) и (/, 0) [9, 17], мы представим в 
виде

G( Lz )

J  dz*j2H0( l ) -  1 +«o(z), р >  О
( 9 )

С

2 л / -  J d z j 2 H 0( I ) ~  1 + //о (г), р <  0,

vmin

гДе -mm и zmax рассматриваются как функции /. 
Каноническое преобразование, заданное функ­
циями

z = z(L  0 ), р = р ( 1 ,  0) (10)
(обе функции периодические по 0 с периодом 2тг) и

/  = I(p, z), 0 = 0(/,<О, (И )
Лучевые траектории в подводном акустичес­

ком волноводе представляют собой осциллирую­
щие кривые. Для их описания (как и для описания 
колебаний механической частицы в потенциаль­
ной яме) наряду с переменными импульс-коорди­
ната (рУ z) удобно использовать канонические пе­
ременные действие-угол (/, 0) [9, 17]. Для опреде­
ления последних рассмотрим невозмущенный 
волновод с гамильтонианом

Р 2 , П - Н о )  
2 2

Согласно закону Снеллиуса (аналог закона сохра­
нения энергии в механике) величина Н0 сохраня­
ется вдоль луча и поэтому (5) определяет импульс 
р  как функцию координаты z

р  = ± J 2 H {) -  1 +/7q. (6)

определено уравнениями

( 12)
В силу теоремы Лиувилля [17] якобиан

d(z, р)  _  ,
Э</,0) *

(13)

Несмотря на то, что данное преобразование 
определено для невозмущенного плоскослоисто­
го волновода, формально оно может быть приме­
нено и при наличии возмущения. Подставляя (10) 
в (4), возмущенный гамильтониан представим в 
виде

Я ( / ,0 ,г )  = Н0(/) + V(I, 0, /*), (14)

где

V «  - б п 5с/сг. (15)
Переменная действия задана интегралом вдоль 
периода невозмущенной траектории

Уравнения Гамильтона в переменных действие- 
угол принимают вид

п̂их

1 = b $ pdz = л  J * л /2 " о - 1  +«о(г).
п̂ип И

(JL _ _dV  
d r  Э0'

(16)

Здесь zmin и zmax -  глубины нижней и верхней то­
чек заворота луча. Интеграл (7) определяет 
‘‘энергию" Н0 как функцию переменной дейст­
вия /. Важной характеристикой волновода явля­
ется производная этой функции

dH (
dl

dd
dr

(17)

В заключение этого раздела отметим, что ка­
ноническое преобразование, заданное производя­
щей функцией (9). выражается через элементар­
ные или специальные функции только для не­
скольких простейших профилей n0(z). Однако
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данное преобразование может быть довольно 
просто реализовано численно с помощью стан­
дартной программы для расчета лучевых траек­
торий в плоскослоистом волноводе. Этот вопрос 
обсуждается в работе [19].

Переменные действие и угол в точке г0 обозна­
чим через /0 и 0О соответственно, а их величины 
в точке г -  через /  и 0. Согласно условию (24) 
мы можем воспользоваться приближенным ра­
венством

3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ХАОТИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ

3.1. Уравнение Ф оккера-Планка
Уравнения Гамильтона (16) и (17) будем рассма­

тривать как стохастические уравнения Ланжевена. 
В случае слабых неоднородностей характерный 
горизонтальный масштаб функции 5c(r, z.) -  обзна- 
чим его 1т -  гораздо меньше масштаба изменения 
переменной действия /,, так что

(18)
При этом случайную функцию в правой части 
уравнения (16) приближенно можно считать дель­
та-коррелированной. Тогда /(г) является марков­
ским процессом, плотность вероятности которо­
го й(/, г) подчиняется уравнению Фоккера-План- 
ка [21, 22]

f r - 4 , (AP>+' S (Bn  (19)
Коэффициенты этого уравнения Л и й  определе­
ны соотношениями

Л(/, г) = Гни [д /Р ( /  + Д /, г + Дг|/, r)dAI,  (20)
Дг-»0 A/V 

И

B(I,  г) = Пт -Г Гд/2Р (/ + Д /, r + ДИ/, г)</Д/,(21)
Ar->0A/v

Д / =  /  -  /„ = -jdr>  Ve( /0. e l0) ( r ' ) ,  г'), ( 25)

r0
где

е " " ( г )  =  % + оз(10)(г-г0) (26)
-  невозмущенное решение уравнения (17). Вве- 
дем корреляционную функцию

к и . р )  =
(27)

= < Ve(/, 0 (O)(r +  р), r + p ) V e(f ,  0 (о>(/-), r))e№v,

где символ v означает усреднение по 0О и
неоднородностям У, лежащими между г0 и г. 
Предполагаем, что среда статистически однород­
на вдоль оси г и поэтому функция К  от г не зави­
сит. Тогда

г~ги
(Д / V v  = (/--/-0) J d p K ( I , p ) .  (28)

о
Условие (24) позволяет формально устремить 
верхний предел к бесконечности. С другой сторо­
ны, неравенство (24) означает, что г -  г0 мало по 
сравнению с масшатабом изменения /. Поэтому
(28) можно подставить в (21) с заменой (г -  г0) на 
А г. Пользуясь свойством К(1, р) = К(1, -р ), по­
лучаем

где Р(/, /1/0, г0) -  плотность вероятности действия 
I на дистанции г при условии, что в точке г0 < г  ве­
личина действия равна /0.

В силу принципа детального баланса, выража­
ющего симметрию уравнений Гамильтона отно­
сительно изменения знака времени (в нашем слу- 
че знака /*), имеет место соотношение [22]

(22)

Уравнение Фоккера-Планка (19) при этом прини­
мает вид

дР _ 1 Э Д Э
Эг “ 2Э/  Э/

(23)

Вывод данного уравнения без использования 
принципа детального баланса приведен в работе 
[19]. Для расчета коэффициента В выберем две 
точки дистанции г и г0 < г таким образом, что

<§/,. (24)

В Ц )  = \  \ d p K { l , p ) .  (29)

Если угловая переменная 0 стохастизируется 
(становится равномерно распределенной внутри 
интервала от 0 до 2к)  на дистанциях, малых по 
сравнению с расстоянием до точки наблюдения, 
функция £(/) может быть найдена численно по 
всего лишь одной реализации неоднородностей 
среды. Из (15) следует

d&ndz  
dz  Э0’

(30)

где производная по 0 вычисляется от функции г(/, 
0) -  одной из функций, задающих каноническое 
преобразование (10). В плоскослоистом волново­
де для малых р

dz
Э0

1 dz 
со ( I )dr

Р
<*>(/)’
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г, км 2 , км

Рис. 1. Невозмущенный профиль скорости звука q>(z) 
(слева) и вертикальные сечения возмущения 6 c(r, z) 
на трех разных дистанциях (справа).

8 х 107, км

/, КМ

Рис. 2. Зависимость коэффициента диффузии В от 
переменной действия /.

При работе с одной реализацией неоднородно­
стей 8/z(r, z) = -&*(/*, z)/cr для численного расчета 
корреляционной функции (27) рассмотрим невоз­
мущенную лучевую траекторию с переменной 
действия /. Пусть координата и импульс вдоль 
этой траектории задаются функциями z.(r) и р(г). 
соответственно. На дистанции г производная V() в 
точке траектории рассматриваемого невозму­
щенного луча согласно (30) и (31) равна

VH = -5  (32)

где

5/1.(г) = Э5//(^
'Z

(33)
г = г(г>

Оценка корреляционной функции задается инте­
гралом вдоль траектории невозмущенного луча

K{L р) = — \—  [dr8n,(r + р)p(r + p)5/i,(r)p(r) (34) 
R<a~{ly

R

О

на трассе длиной /?, которая должна быть много 
больше и длины цикла луча, и максимального го­
ризонтального масштаба неоднородностей. Бо­
лее точная оценка корреляционной функции бу­
дет получена при вычислении интегралов (34) 
вдоль группы невозмущенных лучей с одинако­
выми значениями переменной /, но разными на­
чальными значениями переменной 0 и последую­
щем усреднении полученных результатов. В сле­
дующем разделе приведен конкретный пример 
вычисления коэффициента диффузии В(1) ука­
занным способом.

3.2. Переменная действия в приближении 
винеровского процесса

Рассмотрим модель глубоководного акустиче­
ского волновода с невозмущенным профилем 
скорости звука c0(zX показанным в левой части 
рис. 1. Слабые флуктуации скорости звука 8c(r, z.) 
вызваны влиянием случайного поля внутренних 
волн, статистика которых задана эмпирическим 
спектром Гарретта-Манка (6]. В каждой точке 
волновода среднее (по ансамблю неоднороднос­
тей) значение возмущения равно нулю. Для чис­
ленного моделирования конкретных реализаций 
поля 8с(/\ z) мы пользуемся методом, предложен­
ным в работе [23]. Опуская детали, отметим 
лишь, что среднеквадратичная амплитуда 8c(r, z) 
вблизи поверхности равна 0.5 м/с и спадает с глу­
биной по закону exp(-zJL), где L = 0.66 км. Спектр 
зависимости возмущения от горизонтальной ко­
ординаты г сосредоточен в интервале простран­
ственных частот от 27т/100 км"1 до 2л/4 км"1. В 
ираворт части рис. 1 изображены вертикальные 
сечения поля 5r(/\ z.) на трех разных дистанциях. В 
такой модели волновода лучи ведут себя хаотиче­
ски [19,24].

Зависимость коэффициента диффузии В от 
дсйствр1я  / ,  рассчитанная но формулам из разд. 3.1, 
показана на рис. 2. Как видим, эта зависимость 
довольно слаба и величину В можно аппроксими­
ровать константой

В = 1.5 х КГ7 км. (35)

Данное приближение далее мы будем называть 
п р и б л и ж е н и е м  в и н е р о в с к о г о  п р о ц е с с а . Дело в
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О/. км

Рис. 3. Стандартное отклонение переменной /  как функция дистанции г. С плошная линия: результат усреднения по 
1 0 0  лучевым траекториям с начальным действием /у = 0.06 км и различными начальными значениями переменной 9. 
Пунктир: приближение винеровского процесса.

том, что при постоянном В переменная /  может 
быть представлена в виде

I  = /5 + х, (36)

где Is = /(0) -  начальное значение действия, а д*(г) -  
винеровский случайный процесс, начинающийся 
в точке х(0) = 0 [21, 22). Процесс л*(г) удовлетворя­
ет стохастическому уравнению

%  =  5 ( г ) ,  ( 3 7 )

где \  -  белый шум со средним значением и функ­
цией корреляции, равными

< 0  = 0, <£(r)£(r')> = В 8 ( г - г ) .  (38)

Обратим внимание на следующий важный мо­
мент. Случайная функция /(/*), заданная соотно­
шениями (36М 38), может принимать как поло­
жительные, так и отрицательные значения. Од­
нако переменная действия но определению 
неотрицательна. Это обстоятельство легко учи­
тывается введением отражающей границы при 
/  = 0. Условная плотность вероятности Р ,(/ (/. / |/Л)
на дистанции г, т.е. плотность вероятности пере­
менной I при условии, что ее стартовое значение 
(при г = 0) равно 15, задается решением уравнения 
Фоккера-Планка (23) с постоянным коэффици­
ентом диффузии и начальным условием Р(1, ()| 15) =
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= 5(/ -  /у). При наличии отражающей границы ис­
комое решение равно [21]

j2 n B .
ехр|

Pilf0U ^ \ I s) =

( / - / , v
2 В г

+  exp
( /  + /s)2Yl (39)

2 В г

Наш метод описания статистики хаотических лу­
чей базируется на этой формуле.

Величина переменной действия /у растет с рос­
том угла выхода луча из источника х* (имеется в 
виду угол скольжения луча, который нс следует 
путать с канонической переменной угол 0). Для 
крутых лучей с

/ ,  з> J l f r  (40)

в формуле (39) можно пренебречь вторым слага­
емым в квадратных скобках. Данное приближе­
ние означает, что траектории винеровского про­
цесса на рассматриваемой трассе еще не достига­
ют введенной нами отражающей границы. При 
этом описание статистики лучей сильно упроща­
ется. В частности, величина /  с расстоянием рас­
плывается по диффузионному закону

о , = V < ( / - / , ) 2> = J B r . (41)
Результаты численного моделирования показы­
вают, что критерий (40) можно ослабить, заменив 
знак на >. Для точечного источника, располо­
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женного на оси волновода, данное условие на дис­
танции г = 3(Х)0 км выполняется для лучей с угла­
ми выходов Xs > 5°. Рассмотрим численный при­
мер. На рис. 3 показано стандартное отклонение 
переменной /  как функции от дистанции для луча 
с начальным значением переменной действия Is = 
= 0.06 км. В невозмущенном волноводе такой луч 
пересекает ось волновода под углом скольжения 
Xs = 7.8°. Сплошная линия показывает результат 
усреднения по 100 лучам с указанным начальным 
значением переменной действия и начальными 
значениями переменной угол, равномерно рас­
пределенными в интервале от 0 до 2к. Пунктир­
ная линия изображает кривую, заданную уравне­
нием (41). Как видим, простейшая статистическая 
модель для описания флуктуаций /. построенная в 
данном разделе, хорошо согласуется с результа­
тами прямого численного моделирования. Похо­
жие результаты получаются для лучей с другими
начальными условиями.*

Уравнение (37) задает упрощенную форму 
уравнения Гамильтона (16). Упрощенная форма 
второго уравнения Гамильтона (17) подробно об­
суждается в работе [19].

4. ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА

4.1. Плот ности вероятности параметров
хаотических лучей

Плотность вероятности Р^, (/, r\Is) описывает
распределение переменной действия для ансамб­
ля лучей со стартовыми значениями переменной 
действия 0Л., равномерно распределенными в ин­
тервале от 0 до 2л. Обратимся к точечному источ­
нику, помещенному в точке (0, zs). Будем считать, 
что начальные импульсы лучей р0 лежат в интер­
вале

—Р тах < Ро< Р т а х ' ( 4 2 )

Хаотические лучи с такими начальными условия­
ми будем рассматривать как статистический ан­
самбль, описание которого является нашей це­
лью. При этом вероятность иметь начальный им­
пульс в малом интервале (/;0, р0 + <//>0) для 
произвольного луча равна <7/V(2/?max). Для лучей с 
начальными импульсами из этого интервала 
плотность вероятности действия на дистанции г
равна Р ,|7|| (/, r\l(p0, zs)) (здесь мы используем
функцию 1(р, г), фигурирующую в правой части 
первого из уравнений (11)). Плотность вероятно­
сти действия для лучей с импульсами из интерва­
ла (42) задается интегралом

Ртах

P,V.r) = J  dp0P,Vt(l, r\I(p0,z s))' (43)
— Ртах J

- Р т х

В используемом нами приближении винеровско- 
го процесса переменная 0 считается равномерно 
распределенной в интервале (0, 2л) и статистиче­
ски независимой от /. Тогда совместная плотность 
вероятности / и 0 равна

Р(9(/, 0, г) = ! / > , ( / ,  г). (44)

Пользуясь стандартными формулами теории ве­
роятностен и соотношением (13), из (44) получа­
ем формулу для совместной плотности вероятно­
сти p w z

PpiiP’ ^ r )  = 4 - P i ( I { p , z ) , r ) .  (45)

Отсюда находим плотности вероятности импульса

р Р(р> '■) =
Ртах

= т - ]—  [ clp»dzP,Uo( I ( ,p ,z ) ,r \n p l„zs)).
^ к Р т а х  J

~ Р

(46)

пыл

и координаты

PAz. г) =
пых

Акр max

j  dp0dpP ,\la(I (p , z), r \I (p 0, г,)).
~ P

(47)

Плавные кривые на рис. 4 показывают плот­
ности вероятности /, 0, р  и z на трассе 3000 км, 
рассчитанные в приближении винеровского про­
цесса, т.е. по формулам (43), (46) и (47) (для 0 в 
данном приближении ожидается равномерное 
распределение). Эти кривые сравниваются с 
оценками плотностей вероятности, полученными 
на основе численного расчета 48000 лучей. Вы­
числения выполнены для точечного источника, 
помещенного на глубине 0.78 км. Границы интер­
вала (42) определялись из условия, что начальные 
углы скольжения лучей лежат в диапазоне ±12°. 
Ступенчатые линии на рисунке показывают соот­
ветствующим образом нормированные гисто­
граммы распределений /, 0,/? и z  на указанной дис­
танции. Как видим, предсказания, выполненные в 
приближении винеровского процесса, хорошо со­
гласуются с данными численного моделирования.

4 2 . Сглаженное распределение 
инт енсивности поля

В данной работе мы считаем, что комплексная 
амплитуда поля задается параболическим уравне­
нием [5]

2 ikу  + — - -  k  ( 1 - п  (г, z))u = 0, (48)
()г д z
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Рис. 4. П л о т н о с т и  в е р о я т н о с т и  (р а с п р е д е л е н и я )  п е р е м е н н ы х  /  (а ) , 0  (Ь ). р ( с )  и  с (d )  н а  д и с т а н ц и и  3 0 0 0  к м  д л я  л у ч е й ,  
в ы х о д я щ и х  и з  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а ,  р а с п о л о ж е н н о г о  н а  г л у б и н е  0 .7 8  к м . С п л о ш н ы е  л и н и и : п р и б л и ж е н и е  в и н е р о в с к о -  
г о  п р о ц е с с а .  С т у п е н ч а т ы е  л и н и и : н о р м и р о в а н н ы е  г и с т о г р а м м ы  р а с п р е д е л е н и й ,  п о л у ч е н н ы е  п у т е м  ч и с л е н н о г о  р а с ч е ­
т а  4 8 0 0 0  т р а е к т о р и й .

где к = 2nf/cr, f -  несущая частота. Поле точечного 
источника, рассмотренного в предыдущем разде­
ле, удовлетворяет уравнению (48) с начальным 
условием

м(0 ,z )  = b ( z - z s). (49)

Уравнение (48) совпадает с уравнением Шре- 
дингера квантовой механики. При этом роль 
постоянной Планка играет к~]. В приближении 
геометрической оптики и(г, z) задается супер- 
позицией вкладов лучей, попадающих в точку 
наблюдения.

При анализе звуковых нолей в акустических 
волноводах часто ограничиваются грубым расче­
том интенсивности поля путем некогерентного 
суммирования лучей [5]. Дело здесь не только в 
упрощении вычислений. Расчет мелких деталей 
волновой картины (знания которых на практике 
часто и не требуется) в условиях типичной для 
волноводных задач многолучевости затруднен 
как неизбежными неточностями математической 
модели среды, так и погрешностями, обусловлен­
ными приближенным характером геометричес­
кой оптики. Некогерентное суммирование лучей 
дает представление об усредненном по простран­

ственным координатам распределении интенсив­
ности поля в волноводе. При этом полученный 
результат слабее зависит от малых вариаций па­
раметров задачи, чем результат вычислений с 
учетом фаз лучей. В нашей задаче метод некоге­
рентного суммирования лучей приводит к выра­
жению

u(r,z) I2 = ^
Ш2 л |Э г /Э /;0|

Р0 -  Р{\ *!

где Ро.т -  начальный импульс /??-го луча, приходя­
щего в точку (г, г ) .  В (50) мы пользуемся извест­
ной формулой для амплитуды луча в приближе­
нии параболического уравнения [25].

В условиях лучевого хаоса количество лучей, 
попадающих в точку наблюдения, становится ог­
ромным. Поэтому расчет по формуле (50) требу­
ет очень большого объема вычислений. К тому 
же результат будет заведомо сильно отличаться 
от истинной интенсивности поля в точке (/*. z). 
Ситуация кардинально упрощается, если некоге- 
рентнос сложение лучей дополнить пространст­
венным усреднением. Здесь мы рассмотрим
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J , м 2 сом р0. В условиях лучевого хаоса интегрирова­
ние по начальным условиям эквивалентно ста­
тистическому усреднению. Поэтому, пользуясь (47), 
приближенно заменим (52) на

J(r, Z) =
кр

Р ш х

max

(2я )3/2Д.
J с/г’ ехр ( z - z : y

2д :
Pz(z \ г).(53)

-р max

Таким образом, мы получили аналитическое вы­
ражение для сглаженной амплитуды поля в усло­
виях лучевого хаоса. Рисунок 5 показывает, что 
формула (53) неплохо предсказывает результа­
ты численного расчета У(г, z) путем прямого 
решения параболического уравнения. Волновое 
ноле u(r, z) вычислялось с помощью программы 
ММРЕ [18]. Масштабы сглаживания Д., использо­
ванные при построении графиков, подбирались 
эмпирически.

Рис. 5. С г л а ж е н н а я  и н т е н с и в н о с т ь  п о л я  т о ч е ч н о г о  и с ­
т о ч н и к а  в в е р т и к а л ь н о м  с е ч е н и и  в о л н о в о д а  н а  д и с ­
т а н ц и я х  1500  к м  (в в е р х у )  и 3 0 0 0  к м  (в н и з у ) . Г л у б и н а  
и с т о ч н и к а  0 .7 8  к м . н е с у щ а я  ч а с т о т а  75  Г ц . М а с ш т а б ы  
с г л а ж и в а н и я  Д . у к а з а н ы  н а г р а ф и к а х . С п л о ш н ы е  л и ­
н и и : ч и с л е н н ы й  р а с ч е т  м е т о д о м  п а р а б о л и ч е с к о г о  
у р а в н е н и я .  П у н к т и р : п р и б л и ж е н и е  в и н е р о в с к о г о  
п р о ц е с с а .

сглаженную интенсивность, определенную соот­
ношением

J (r ,z )  = —J=— \dz'\u2(r, г')|ехр
j2nAp

(Z - Z )| \ 2  '

2Д:< У
. (51)

В работах [26] и [27] было сделано предположе­
ние, что выбор достаточно больших масштабов 
сглаживания А. стирает различие между точным 
значением У, полученным при решении параболи­
ческого уравнения, и приближенным значением 
этой величины, найденным путем некогерентно­
го суммирования лучей, т.е. путем комбинации 
формул (50) и (51). Это предположение было под­
тверждено результатами численного моделиро­
вания. К сожалению, вопрос о выборе минималь­
но необходимых масштабов сглаживания пока ис­
следован недостаточно.

В приближении винеровского процесса удает­
ся получить аналитическое описание сглаженной 
интенсивности ноля. Подстановка (50) в (51) поз­
воляет записать У(/\ z) в виде

У('\2) =
Р пи*J dp0exp (~. — г(г. Ро, z j )

2д:

2Л (52)

-Р

где функция z(/\ р0, zs) обозначает траекторию лу­
ча, вышедшего из точки с начальным импуль-

5. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В работе обсуждается аналитический подход 

для приближенного описания хаотической дина­
мики лучей в глубоководном акустическом вол­
новоде с неоднородностями, индуцированными 
случайным полем внутренних волн. Метод бази­
руется на использовании гамильтонова форма­
лизма в терминах канонических переменных дей­
ствие-угол (/, 0). Анализ статистики лучей суще­
ственно упрощается тем обстоятельством, что 
переменную 0 даже на сравнительно коротких 
трассах можно считать равномерно распределен­
ной в интервале (0, 2ж). В этом приближении за­
висимость действия /  от дистанции г неплохо апп­
роксимируется винеровским случайным процес­
сом, представляющим собой простейшую модель 
диффузии [21].

Каноническое преобразование (10) от (/, 0) к 
(/;, z) можно трактовать как нелинейную замену 
переменных и по стандартным формулам теории 
вероятностей пересчитать известные статистиче­
ские характеристики (/, 0) в характеристики (/?, z). 
По теореме Лиувилля якобиан преобразования 
от (/, 0) к (/;, z) равен единице, и это сильно упро­
щает пересчет. В результате получаются выра­
жения для анализа статистики координат и углов 
скольжения хаотических лучей.

Обратим внимание на тот факт, что в прибли­
жении винеровского процесса влияние неодно­
родностей среды учитывается всего одним пара­
метром -  коэффициентом диффузии действия В. 
Каноническое преобразование, используемое 
при пересчете статистических характеристик, оп­
ределяется лишь невозмущенным профилем ско­
рости звука.

В качестве примера применения полученных 
результатов найдены плотности вероятности пе­
ременных /, р  и z для лучей, выходящих из точечно-
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го источника. Кроме того, получено аналитичес­
кое выражение для сглаженной интенсивности 
звукового поля. Результаты численного моделиро­
вания неплохо согласуются с оценками, выполнен­
ными с помощью наших приближенных формул.

Все вычисления в данной работе, включая рас­
чет коэффициента диффузии действия, выполне­
ны для отдельной реализации неоднородностей. 
Аналогом статистического усреднения здесь яв­
ляется усреднение по начальным условиям. Чис­
ленные расчеты свидетельствуют, что статисти­
ка лучей слабо меняется при переходе от одной 
реализации неоднородностей к другой. Однако 
вопрос о том. насколько общими являются ре­
зультаты исследования динамики лучей в отдель­
ной реализации неоднородностей, пока остается 
открытым и требует дальнейшего изучения.

Обсуждаемый подход может быть использо­
ван для исследования статистики других парамет­
ров хаотических лучей. В частности, это относит­
ся к временам пробегов звуковых импульсов 
вдоль лучевых траекторий, соединяющих источ­
ник и приемник, которые для краткости называ­
ют временами приходов лучей. В работах [19J и 
[24] показано, что вариации времен приходов лу­
чей легко выражаются через вариации перемен­
ной действия. Поэтому наши формулы для расче­
та статистических характеристик / позволяют 
описывать флуктуации времен приходов. Соот­
ветствующие результаты получены в работе [19]. 
Там, в частности, построена количественная тео­
рия эффекта разбиения времен приходов хаоти­
ческих лучей на компактные кластеры и дано 
объяснение неожиданно высокой устойчивости 
начальной части звукового импульса в глубоком 
море, наблюдаемой на дистанциях вплоть до не­
скольких тысяч километров.

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ 03-02-17246 и гранта НШ-838.2003.
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Statistical Description of Ray Chaos in an Underwater Acoustic Waveguide
A. L. Virovlyansky
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Abstract—An approximate analytical approach is developed to describe the chaotic behavior of ray trajecto­
ries in a deep-water acoustic waveguide up to 3-5 thousands of kilometers in length. The ray dynamics is in­
vestigated using the Hamiltonian formalism expressed in terms of the canonical action-angle variables. A re­
alistic waveguide model is used with refractive index fluctuations due to the random field of internal waves. 
The Fokker-Planck equation is obtained for the action variable, and it is shown that the range dependence of 
this variable can be approximated by the Wiener random process, which represents the simplest model of dif­
fusion. Formulas are derived for calculating the probability density of the coordinate and other ray characteris­
tics. An approximate expression is found for the smoothed field intensity of a point source. For illustrating and 
testing the formulas obtained, their predictions are compared with the results of numerical solutions of ray 
equations and the results of field calculations by the parabolic equation method.
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