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Рассматриваются задачи о восстановлении модуля упругости и плотности упругого неоднородного 
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ВВЕДЕНИЕ

Коэффициентные обратные задачи об опреде­
лении коэффициентов дифференциальных опе­
раторов в последние годы все чаше привлекают 
внимание исследователей в связи с идентифика­
цией и уточнением моделей в различных областях 
естествознания. Модель однородной изотропной 
теории упругости, сформулированная достаточно 
давно и играющая огромную роль в современной 
практике расчетов прочности конструкций, в не­
которых случаях требует уточнения и отказа от 
гипотезы однородности среды (в геофизике, нано- 
и биомеханике, механике функционально-гради­
ентных материалов), причем определение моду­
лей упругости как функций координат из экспе­
риментальных данных требует решения обратных 
задач. К настоящему времени накоплен некото­
рый опыт исследования обратных коэффициент­
ных задач теории упругости [1—31, хотя конкрет­
ных результатов реконструкции немного. Главная 
трудность при исследовании таких проблем состо­
ит в сложной процедуре построения операторных 
соотношений, связывающих искомые и заданные 
функции при анализе волновых процессов в таких 
структурах. Это обусловлено переменностью ко­
эффициентов дифференциальных операторов и 
невозможностью построения в явном виде общих 
представлений решений для соответствующих 
операторов, как это имеет место для операторов с 
постоянными коэффициентами. Особую слож­
ность представляют случаи, когда модули резко 
меняются (на один или два порядка на длине 
стержня), или имеют разрывы первого рода в до­
статочно малой области. В ситуации, когда ко­
эффициенты дифференциальных операторов 
переменны, методы решения прямых задач о по­

строении амплитудно-частотных характеристик 
опираются либо на аппарат интегральных уравне­
ний Фредгольма второго рода (для стержней и 
пластин), либо на конечноэлементные техноло­
гии. Что же касается построения операторных со­
отношений в обратных задачах, то эту сложность 
можно преодолеть, формулируя итерационные 
процессы при отыскании неизвестных функций, 
основанные либо на обобщении теоремы взаим­
ности, либо на использовании условия ортого­
нальности и сведении исходной задачи к поэтап­
ному решению интегральных уравнений Фред­
гольма первого рода с суммируемыми ядрами [ 1 ]. 
Отметим, что в [4, 5] метод итеративной регуля­
ризации был использован для решения обратной 
граничной задачи рассеяния.

В работах |6, 7| были представлены методы 
определения механических характеристик биоло­
гических тканей при воздействии ультразвука.

В зарубежной литературе в настоящее время 
большое внимание уделяется одномерным обрат­
ным задачам для стержней |8, 9 |, причем основ­
ной упор делается на анализ конечномерных опе­
раторов с якобиевыми матрицами.

В настоящей работе решены задачи о рекон­
струкции модуля упругости и плотности как 
функций координаты в стержне при совместном 
анализе его продольных и изгибных колебаний.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
И ПОСТРОЕНИЕ РАЗРЕШАЮЩИХ 

ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ
Краевая задача, описывающая продольные ко­

лебания консольно закрепленного стержня дли­
ны / постоянного поперечного сечения под дей-
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ствием силы на конце, после отделения времен­
ного множителя имеет вид [ 10]:

А ( Е ( х ) ^ Щ  + р(х)<о2и(х) = 0 
ах ах

и( 0) = 0 (1)

E{iyf(l) = -Px
dx

Для изгибных колебаний соответствующая крае­
вая задача будет иметь вид [10]:

dx
E(x)J

\

d 2 w' 
dx2

-<o2Fp(x)w(x) = 0

w(0) = 0,— (0) = 0
dx

( 2)

JE{x)
Л N d w
dx /

( 0 = о Д  j e (x) £ x
dxIv dx 1(0 = -P

Здесь E(x)y p(x) — неизвестные функции распре­
деления модуля упругости и плотности, которые 
могут быть как гладкими положительными функ­
циями, так и иметь конечное число разрывов пер­
вого рода; F и У — соответственно площадь и мо­
мент инерции поперечного сечения стержня.

Также известна дополнительная информация 
о функции смещения свободного конца стержня 
в некотором диапазоне частот следующего вида:

и(1,ы) = /.(со), со е  |со,, со2| (3)
w(/,co) = / 2(со), со е  [ со3, <о4| (4)

по которой требуется определить две неизвестные 
функции Е(х), р(х). Далее будем считать, что со­
ответствующие отрезки изменения частоты коле­
баний не содержат резонансных частот. Задача 
(1)—(4), представляющая собой коэффициент­
ную обратную задачу, является нелинейной и не­
корректной проблемой 11, 11 ] и требует специаль­
ных приемов при решении.

Для решения поставленной задачи был ис­
пользован метод линеаризации [12]. Пусть из­
вестно некоторое начальное приближение Е0(х),
р0(х). Представим искомые функции в виде раз­
ложения по формальному параметру г в его 
окрестности.

du, du.
dx dx dx

+ со2(р0(*)м|(х) + р,(х)и0(х)) = о

и,(0) = 0

£,(/)——  + £„(/) = 0
dx dx

dx

f

\ dx
-  оУ Fp0(x)w{](x) = 0

/

w0 = 0, ^ ( 0 )  = о
dx

dx

f/
(0  = o. J j -dx dx У /

( 7 )

(8)

(0 = - p

J У ( Е 0( Х ) ^  + -
dx" dx~ dx

-  /со (p 0(x)wl(x) + p,(x)w0(x)) = 0

w,(0) = 0. ^ ( 0 )  = 0
dx

ДЕ^У-УМ - + Еп(1 )^ Щ  =
d x d~x

0

d_
dx

,2d wJ ̂ {E]( x ) ^ X M  + E(t(x) = 0

(9)

d*x ' d x
Задачи нулевого приближения (6), (8) реша­

лись путем сведения к интегральным уравнениям 
Фредгольма 2-го рода (10), (11)

I л
и0(х ,ю )-со2 \p0(t)uu(t,a)W(t,x)dt = -/», (Ю)

о о
где функция W(i,x) представима в виде

min(f,x)

W(t,x)=  J К

о

w{)(x,a>) -  к.Л ̂ pa(t)w0(t,a>)K(t,x)dt = (П )
о

Е(х) = Е0(х) + &Е,(х), р(х) = Ро(х) + ер,(х) ^
и{х) = U0(x) + 8tf,(x), w(x) = W0(x) + 8W,(x)
Подставляя представления (5) в краевые зада­

чи (1), (2) и приравнивая операторные слагаемые 
при одинаковых степенях с, получим 2 пары кра­
евых задач нулевого и первого приближения:

-у(Е0(х)^% + со2р0(х)и0(х) = 0 
dx dx (6)

Wo(0) = 0 Е0( 1 ) ^  = -Р {
dx

= />
о '

где
min(/,x) 7

j Е №  J J

Уравнения Фредгольма второго рода (10),(11) в 
свою очередь, при помощи метода коллокаций 
[13] сводились к решению систем линейных ал-
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гсбраических уравнений, которые решалась чис­
ленно на основе стандартной процедуры метода 
Гаусса.

Для решения однотипной краевой задачи (7) 
необходимо связать функцию смещения первого 
приближения и поправки первого приближения. 
При этом можно использовать общую теорию, 
основанную на теореме взаимности |14|, либо 
условие ортогональности [15]. Применение усло­
вия ортогональности позволило сформулировать 
интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода с 
суммируемым ядром относительно неизвестных 
функций первого приближения

j W x ,  со))2£ ,(х )dx -  со2 J(w0(x, co))2p,(x)dx
о о

=  РШ<й) -  “о(1, <*>)), е  10)|, 0)2]

( 12)

Аналогичным образом в результате использо­
вания условия ортогональности для краевой зада­
чи (9) было получено второе интегральное урав­
нение, позволяющее замкнуть проблему

/ I
j(w'a(x,<a))2Et(x)dx -  к4 J(w0(x,co))2p1(x)c/x = 
о о

= -РШ<й) -  щ (/,«)}, О) е  [со,, со4]

(13)

На основе этой системы интегральных уравнений 
первого рода могут быть построены итерацион­
ные процессы уточнения неизвестных функций.

ИССЛЕДОВАНИЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ
Отметим, что в рамках исследования только 

одной из задач (о продольных или изгибных коле­
баниях) невозможно восстановить одновременно 
обе функции Е(х) и р(х), так как в этом случае 
восстановление искомых характеристик неедин­
ственно.

Докажем этот факт для задачи о продольных 
колебаниях в случае гладких искомых функций.

Пусть задача (1),(3) имеет два решения w,(x,co),
£,(*), Р\(х) и и2(х9<о)9Е2(х)9 р2(х). Составим диф­
ференциальное уравнение относительно разностей 
v(x,<o) = «l(x,<o)-i/2(*,e>), 0(х) =  Ех (х) -  Е2 ( х )  , 

R(x) = р,(х) -  р2(х), которое будет иметь вид

(E2(x) v ')’+ Ru{ + p2v = -(Q(x)u\Y (14)
Кроме того, имеем следующие дополнитель­

ные граничные условия

v(0,o>) -  О

„(/,») = о ’ (|5)

E2(I)v '(Lco) = -Q(l)u\(R со) (16)
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Поскольку в силу гладкости характеристик стерж­
ня щ (х,со) — есть аналитическая функция от со и
отрезок |Ш|,со2| не содержит резонансных частот, 
то правая часть дифференциального уравнения
(14) — аналитическая функция от о> и, следова­
тельно, в силу известных свойств решений диф­
ференциальных уравнений |16|, v(x,co) — анали­
тическая функция отх, са Тогда в силу граничных 
условий (15) v ( x , cd)  = 0. Таким образом, отсюда 
для нахождения функций Q(x) и R(x) получим за­
дачу Коши:

(0<*)«;)'+Ли, = О, О(/)и;(/.<а) = 0 (17)

Поскольку «;(/,со) *  0, то из (17) следует, что 
(?(/) = 0. Интегрируя уравнение (17), получаем:

I
Q{x)u\(x) -  Q(l)ull) -  J/?(^)Wl(£ ,)^  = 0 (18)

/
Отсюда Q(x) = («,'Г1 \R(%)u№)d% и задавая доста­

ла
точно произвольным образом функцию R(x), по­
лучаем соответственно ненулевую функцию £>(х), 
что и свидетельствует о неединственности реше­
ния в такой постановке.

Аналогично можно показать, что в рамках од­
ной задачи об изгибных колебаниях невозможно 
восстановить единственным образом обе функ­
ции Е(х) и р(х).

ФОРМУЛИРОВКА 
ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 
И ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Анализ начнем с простейших модельных при­
меров.

Модельный пример 1. Предположим, что из­
вестна априорная информация о законе измене­
ния плотности (т.е. плотность известна), в этом 
случае поправка р, в уравнениях (9) и (11) обра­
щается в нуль. Тогда функцию модуля Юнга мож­
но восстановить, используя какую-либо из задач 
(о продольных или изгибных колебаниях) и соот­
ветственно одно из интегральных уравнений (10) 
или (11). Например, осуществляя идентифика­
цию на базе анализа задачи о продольных колеба­
ниях, i-тый шаг итерационного процесса описы­
вается системой операторных уравнений следую­
щего вида:

/
м„(х, со) -  со2|р(/)иЙЛю)И',(/, X )d t

о
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Рис. 1.

min(/, *)

* r‘( ‘ , x ) =  J  ^ 4 L

О т )

и'[(1,<й) = / (О ) ) -и ‘0(1,<Я)

1

л
о

du[jx,<ii) 
dx

(19)

E[(x)dx = P\u\{I)> со g  [со,, coj

£ ‘o \x) = E‘0(x) + E\(x)
Отметим, что первый этап итерационного про­

цесса, как указано выше, требует знания начального 
приближения. В настоящей работе начальное при­
ближение Е0(х) строилось в классе линейных поло­
жительных ограниченных функций вида Е0(х) = 
= а0 + а}х. Из априорной информации об ограни­
ченности модуля упругости 0 < Е_ < Е0(х) < Е+ 
можно получить следующие ограничения на кон­
станты а0 и а{.

Е- < а{) < Е+ Е_ < а{) 4- д, < Е+, 
которые определяют компактное множество на 
плоскости изменения параметров (я0,я,). Значе­
ния постоянных а{) и я, находились из условия ми­
нимума следующего функционала невязки на по­
строенном компактном множестве:

0>2

| |« ( / , ( о ) - / |(со)|2Ло,

где и(1,со) — функция смещения на свободном 
конце стержня при линейном законе изменении 
М О Д У Л Я  Е(х) = Я 0  + Q\X.

На каждом шаге построенного процесса по­
средством решения интегрального уравнения 
Фредгольма 2-го рода находилось новое значение

с помощью которого вычислялись правая часть 
интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода и 
его ядро. После решения этого уравнения вычис­
лялась поправка к неизвестной функции, и с ее 
учетом производился следующий этап итераци­
онного процесса. Для дальнейшего исследования 
введем безразмерные функции, характеризую­
щие законы изменения модуля и плотности сле­
дующими соотношениями: р(х) = р„£,(х), Е(х) = 
= EQg 2(x)- Проведена серия вычислительных экс­
периментов по восстановлению функций g ,(*), 
g2(x) по рассчитанной амплитудно-частотной ха­
рактеристике. В вычислительных экспериментах 
были рассмотрены различные классы функций — 
полиномиальные, тригонометрические, экспо­
ненциальные, кусочно-непрерывные. Нужно от­
метить, что для проведения процедуры рекон­
струкции необходимо выбирать частоты зонди­
рования, расположенные вдали от резонансных 
частот, так как в противном случае процесс рас­
сыпается на первой же итерации.

На рис. 1 приведен график относительной по­
грешности 8 для восстановления безразмерной 
функции, характеризующей изменение модуля 
упругости для следующих законов g}(x) = 1 + jc,
g2(x) = 1 + (1.5х -  0.7)2. В вычислительном экспе­
рименте рассматривался отрезок измерения ам­
плитудно-частотной характеристики, соответ­

ствующий безразмерной частоте к = со/ В се-
v £о

рии расчетов было принято к, = 1.5, к 2 = 3.9, что 
соответствует частотному диапазону, располо­
женному между 1-ой и 2-ой резонансными часто­
тами. Расчеты производились для двух, трех, пяти 
частот внутри выбранного диапазона, для восста­
новления потребовалось не более 5 итераций. Из 
рис. 1 видно, что наименьшая погрешность до­
стигается, когда входная информация задается 
для пяти частот внутри выбранного диапазона. 
Отметим, что результаты восстановления модуля 
упругости для тех же законов g {(x), g2(x) для ча­
стотного диапазона, находящегося между 2-ой и
3-ей резонансными частотами значительно хуже 
(максимальная погрешность при пяти частотах 
внутри выбранного диапазона составляет 35%).

Для задачи об изгибных колебаниях /-тый шаг 
итерационного процесса определяется системой 
операторных уравнений (20):

/

О
х
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Е(х)

Рис. 2.

р(х)

X

Рис. 3.

*'</,*) =
mint/,*)

[ (X-% )(! -$ )

Щ{1, со) = / 2(co)-Wo(/,co)

СО G [С02, С04|

е ; ; \ х )  =  е '(х ) +  е ‘(х )

В этой задаче, в отличие от предыдущей, ядро 
интегрального уравнения Фредгольма первого

рода пропорционально |и>о(х,со)| . Из краевого

условия задачи известно, что щ(/,со) = 0, следова­
тельно, задача может иметь неединственное ре­
шение. Поэтому для решения поставленной зада­
чи необходимо задавать значение функции, ха­
рактеризующей модуль упругости в точке х = I.

На рис. 2 представлены результаты восстанов­
ления безразмерной функции, характеризующей 
изменение модуля упругости для следующих за­
конов £,(х) = 1+х,  g2(x) = 2 + 0.5sin(2Tix). Рас­
сматривался отрезок измерения амплитудно-ча­
стотной характеристики, соответствующий без­

размерному параметру X = /Jp ^  (0 , причем в
V J  Ео

расчетах принято А., = 2.8, Х2 = 4 (что соответ­
ствует частотному диапазону, расположенному 
между 1-ой и 2-ой резонансными частотами); 
расчеты производились для пяти частот внутри

выбранного диапазона, значение модуля упруго­
сти на свободном конце считалось заданным. 
Здесь и далее сплошной линией показан график 
исходной функции, квадратиками — для восста­
новленной в соответствии с описанным выше 
итерационным процессом. Прерывистой линией 
показано начальное приближение, найденное из 
условия минимума функционала невязки Ф.

Модельный пример 2. В том случае, когда из­
вестна априорная информация о законе измене­
ния модуля Юнга, то плотность можно восстано­
вить аналогично модельному примеру 1, используя 
одну из двух задач (о продольных или изгибных 
колебаниях).

I-тый шаг итерационного процесса в задаче о 
продольных колебаниях имеет вид (21):

/
Wo(x, со) -  со2 Jpo(/)Wo(/, со) W(t, x)dt

о
min(/,*)

Щ/,х)  = J
О

A L 
Щ )

и,'(/,со) = /,(а))-Мо(/,со)
/

ю2|(« п(х,со))2р|(х)а'х = -/> ((/), со е  [со„ co2J 
о

Ро+ '(*) = Ро(х) + р',(-х)
Особенностью этой задачи является то, что ядро 

интегрального уравнения Фредгольма пропорцио­
нально (i/0(x,co))2, так как и„(0,со) = 0, то необходи-
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р(х)

Рис. 4.

мо знать значение функции плотности в месте за­
щемления стержня, т.е. в точке х = 0. Отметим, что 
в том случае, когда информация о значении функ­
ции плотности на защемленном конце стержня не 
задана, погрешность восстановления функции в 
окрестности начала координат составляет около 
20% .

На рис. 3 представлены результаты восста­
новления безразмерной функции, характеризу­
ющей плотность для следующих законов g,(x) =
= 2 - 1 .5л:3, g2(x) = 3 + 0.5л:. Безразмерный частот­
ный отрезок к, = 3, к 2 = 5 был расположен между 
1-ой и 2-ой резонансными частотами. Измерения 
производились для шести частот внутри выбран­
ного диапазона, для восстановления потребова­
лось 4 итерации.

Функции с большим градиентом восстанавли­
ваются хуже. На рис. 4 представлены результаты
восстановления функций g\(x) = еъ (крестиками)
и g,(x) = е''х (квадратиками). Отметим, что вторая 
функция реконструируется с большей погрешно­
стью. Максимальная погрешность реконструк­
ции (в точке л = 0.25/) составила 40%.

Для изгибных колебаний i-тый шаг итераци­
онного описывается соотношениями (22):

/
,со) — Л:4 Jpo(r)wo(/,co)A:(/,^c)t// =

О

- J  а дО
min</, лг)

J  а дО (22)

vv,'(/, со) = у2(<0) -  Wo(/,<0)
/

k 4 J(w0tx;, w))2p'|(x)cfx = /> [(/, со), со е  |со3,со41
О

Ро+ '(*) = Ро(*) + рК*)
В этой задаче, также как и в задаче о восста­

новлении плотности при продольных колебаниях 
стержня для обеспечения единственности реше­
ния необходимо знать значение функции, харак­
теризующей закон изменения плотности в точке 
л = 0.

На рис. 5 представлены результаты восстанов­
ления кусочно-постоянной функции плотности 
при изгибных колебаниях. В этом эксперименте

р ( х )

Рис. 5.

б

Рис. 6.
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рассматривался стержень, состоящий из двух раз­
личных материалов (плотность одного в сто раз 
меньше плотности другого). Результатом рекон­
струкции является гладкая функция, близкая к 
искомой в среднеквадратичном.

На рис. 6 приведен график относительной по­
грешности при восстановлении плотности при из- 
гибных (сплошной линией) и продольных (пунк­
тиром) колебаниях для законов g^x) = 3 -  0.7.x', 
g2(x) = 3 + 0.5х. В этих экспериментах принято
к, = 0.2, к2 = 1.9 и = 0.2, Х2 = \ .5 (оба диапазо­
на находятся до 1-ых резонансных значений), 
расчеты производились для пяти частот внутри 
выбранных диапазонов.

Модельный пример 3. Проводились вычисли­
тельные эксперименты по одновременному вос­
становлению двух функций при совместном ана­
лизе продольных и изгибных колебаний.
Для этого случая i-тый шаг итерационного про­
цесса имеет вид (23):

« л

Чо(х,(й) -  а>2 jp'Q(t)u'(l(t,G>)1V‘(t,x)dt = -Р }
о о Е Ю

min(r.x)

w '('.*>= J 4
0 Е Ю

iv,',(x,co) -  к" fo0(t)w’0(t,<>i)K'(t,x)dl =
<>

= рЖ - W ' - Q de,
} е ю

mi n(/.x)

K\,,x)= f (* = SK* - fy/g
,J  Е Ю

' /  / Njj dun(x,(o)
\  clx

« ! ( / ,  с о )  = / (a ) -u ' 0(t, CO)

w|(/,co) = /2(co) - Wo(/,co)
2 I
E\(x)dx -  со’ J(«n(x, а>)У р\(х)с1х =

(23)

0 0

=  / > | ( / ,  CD), (D e|(D ,,C D 2|

' Г A2 l( 0
i '
0V dx

E\{x)dx -  A:4 j( w(',(x, co))2p',(x)c/x =

= - /> [ ( / ,  со), coe[co3,co4]

E'0+ (x) = Eq(x) + E[(x) pi," ‘(x) = Po(x) + p|(x)
Таким образом, на каждом шаге построенного 
процесса находились новые значение Uq, vv„, как

р(х), Е(х)

Р и с . 7.

решения интегральных уравнений Фредгольма 
2-го рода. С их помощью вычислялись правые ча­
сти интегральных уравнений Фредгольма 1-го ро­
да и их ядра. Далее, решая систему двух уравне­
ний Фредгольма 1-го рода на основе метола регу­
ляризации А.Н. Тихонова [17J, вычислялись 
поправки р|? £*, к неизвестным функциям. С их 
учетом реализовывался следующий этап итераци­
онного процесса.

На рис. 7 представлены результаты восстанов­
ления безразмерных функций, характеризующих 
плотность и модуль Юнга для следующих законов

з  3
£,(*) = 2 + 0.5* g2(x) = \ + х  . В этом эксперимен­
те считалось известным значение функции плот­
ности на защемленном конце. При продольных и 
изгибных колебаниях рассматривались частот­
ные отрезки к g (0.1,0.81, X е [0.1,0.8], находя­
щиеся до первых резонансных частот (как для 
продольных, так и для изгибных колебаний), из­
мерения производились для трех частот внутри 
выбранного диапазона. Для восстановления ока­
залось достаточно 4-х итераций. Квадратиками 
показан график для восстановленной функции 
модуля упругости, крестиками — для восстанов­
ленной функции плотности. Максимальная по­
грешность при восстановлении модуля упругости 
составила 4%, при восстановлении плотности — 
2%. Отмстим, что при реконструкции этих функ­
ций в частотных диапазонах, находящихся между 
2-ой и 3-ей резонансными частотами, макси­
мальная погрешность реконструкции модуля 
упругости составила 16%, реконструкции плот­
ности -  8%.

Проведена серия экспериментов по зашумле- 
нию входной информации. На рис. 8 приведен 
график относительной погрешности для восста­
новления при продольных колебаниях безраз-
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б ( х )

Рис. 8.

м ерной  ф у н к ц и и , характеризую щ ей м одуль Ю нга

д л я  закон ов  g,(jc) - 2  л- 0 . 5 х \  g 2( x )  = 1 +  х 3. П ун кти ­
ром показан  граф и к  относительной погреш ности, 
когда известны  точны е входные дан н ы е, сп л о ш ­
ной л и н и ей  — когда погреш ность во входных д а н ­
ны х составляла один процент, что соответствует 
уровню  погреш ности  изм ерительны х приборов.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

П редлож ен а схем а восстан овлен и я  модуля 
Ю нга и плотности  упругого стерж н я  по  ам п л и ­
ту дн о-частотн ы м  характери сти кам , о сн о ван н ая  
н а  ф о р м у ли р о вке  и терац и он н ы х  п р о ц ессо в  в р е ­
ш ен и и  обратн ы х  к о эф ф и ц и ен тн ы х  задач д л я  о п е ­
раторов  второго  и четвертого порядков. Схема 
п о казал а  свою  работосп особн ость  в достаточн о  
п редстави тельн ой  сери и  вы чи сли тельн ы х э к с п е ­
р и м ен то в  при восстан овлен и и  гладких н ео д н о ­
родн остей  (для п оли н ом и альн ы х  (м о н о то н н ы х  и 
н ем о н о то н н ы х ), тр и го н о м етр и ч ески х , п о к аза ­
тельны х ф у н к ц и й  с больш и м  градиентом ). О тм е­
ти м , что неодн ородн ости  с кон ечн ы м  чи слом  р аз­
ры вов  п ервого  рода  (н ап р и м ер , ку со ч н о -п о сто ­
ян н ы е) восстан авли ваю тся  зн ач и тел ьн о  хуже и на 
о сн о ве  п редлож ен н ой  схем ы  даю т б л и зк и е  к и с ­
ком ы м  в средн еквадрати чн ом . Такж е нуж но о т ­
м етить, что процедура р еко н стр у кц и и  более э ф ­
ф ек ти в н а , если д л я  ее осущ ествлен и я  вы би раю т­
ся частотн ы е д и ап азо н ы , р асп олож ен н ы е л и б о  до 
первого  р езо н ан са , л и б о  между первы м  и вторы м 
р езо н ан со м , причем  их гран и ц ы  д о л ж н ы  н ах о ­
д и ться  вдали от р езо н ан сн ы х  частот. П редл о ж ен ­
н ы й  подход п р акти ч ески  н еп р и м ен и м  дня восста­
н овлен и я  м елком асш табн ы х о сц и л л яц и й .

Работа вы п о л н ен а  при поддерж ке Р Ф Ф И
(п р о ект  05-01-00734) и И нститута п ри кладн ой
м атем ати ки  и и н ф о р м ати к и  В Н Ц  РАН.
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