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Рассматривается движение тяжелой броуновской частицы в низкоразмерной ограниченной твердо­
тельной структуре под действием флуктуаций фононных возбуждений. Вследствие конечности си­
стемы спектр флуктуаций имеет нулевую спектральную плотность на нулевой частоте. Действие та­
кого шума, условно названного “зеленым”, исследуется аналитически в рамках метода усреднения 
и численно на основе предиктор-корректорных алгоритмов. Введен эффективный потенциал и по­
казано, что его вид предопределяет динамику частицы. На примере гауссовской потенциальной 
ямы (ловушки) найдено, что зеленый шум приводит к резким фазовым переходам в системе при не­
значительном изменении параметров (эффект типа катастрофы). Результаты сравниваются со слу­
чаем белого шума в неограниченной структуре. Из численных расчетов видно, что ограниченность 
структуры, изменяющая спектр шума, способствует существенному увеличению времени жизни ча­
стицы в ловушке.
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ВВЕДЕНИЕ

Модель броуновского движения частицы в по­
тенциальной яме широко используется еще со 
времени выхода известной статьи Крамерса 111, в 
которой исследовалась кинетика химической ре­
акции. Вначале соответствующие задачи решали, 
как и Крамере, для белого шума 12—4 1, а затем 
включили в рассмотрение “окрашенный” шум
(5]. В последнем случае в теоретических работах в 
качестве источника флуктуаций наиболее часто 
рассматривается случайный процесс Орнштей- 
на—Уленбека |5| или дихотомический шум (слу­
чайный телеграфный сигнал) 15—7]. Оба процесса 
имеют экспоненциальную корреляционную функ­
цию и, соответственно, лоренцевскую форму 
спектральной плотности. Как известно, риманов 
интеграл от этих и других подобных процессов 
описывает классическую диффузию, если, конеч­
но, их спектральная плотность достаточно быст­
ро уменьшается с ростом частоты. Соответствен­
но, в пределе больших времен дисперсия коорди­
наты броуновской частицы начинает возрастать 
пропорционально времени согласно теореме Ви­
нера—Хинчина (6], коэффициент пропорцио­
нальности (коэффициент диффузии) с точностью 
до множителя 2тг равен значению спектральной 
плотности шума на нулевой частоте. Отсюда сле­
дует, что если взять процесс, для которого это зна­
чение равно нулю, то коэффициент диффузии об­

ратится в нуль. Это усложняет решение задачи и 
оно не всегда может быть получено в рамках тео­
рии случайных диффузионных процессов. В част­
ности, редко удается найти решение уравнения 
Фоккера— Планка в квадратурах [8, 9].

Может быть поэтому в литературе подобным 
источникам шума уделяется довольно мало вни­
мания. Но это не означает, что эти источники яв­
ляются чем-то уникальным. Достаточно, напри­
мер, взять равновесное излучение черного тела 
(его корреляционная функция описана в [6]) или 
прошедшее через ограниченную апертуру широ­
кополосное излучение [10], процесс Мельникова 
[11], а также процессы, рассмотренные в [12]. В 
связи с этим в 112, 13] представилось удобным вы­
делить подобные шумы в отдельный класс — 
класс “зеленых” шумов и определить его как мно­
жество шумов, имеющих нулевую спектральную
плотность на нулевой частоте1. В настоящей ра­
боте рассматривается еще один важный пример 
системы с зеленым шумом: движение броунов­
ской частицы вдоль одномерной твердотельной 
структуры конечной длины L в окрестности уеди-

1 В о о б щ е  г о в о р я ,  з е л е н ы й  ш у м  я в л я е т с я  т а к ж е  о к р а ш е н н ы м  
ш у м о м .  О д н а к о  в  л и т е р а т у р е  п о д  о к р а ш е н н ы м  ш у м о м  

п р и н я т о  п о н и м а т ь  ш у м ,  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  к о т о р о г о  

у б ы в а е т е  р о с т о м  ч а с т о т ы .  Д а л е е  м ы  б у д е м  п р и д е р ж и в а т ь с я  
т р а д и ц и о н н о й  т е р м и н о л о г и и .

16

mailto:svirmv@online.ru


БРОУНОВСКОЕ Д ВИ Ж ЕН И Е В УЕД И НЕН Н О Й  ПО ТЕНЦ ИАЛЬНО Й ЯМЕ 17

ценной потенциальной ямы (ловушки, дефекта и
т.п.)-

Сразу отметим, что именно конечность такой 
низкоразмерной системы приводит к появлению 
зеленого шума в спектре фононных возбуждений. 
Как и в случае с ограниченной апертурой в опти­
ке и радиофизике, здесь также возникает ограни­
чение на частоты осцилляторов звукового поля, 
которые являются собственными функциями 
данной распределенной системы. Рассмотрим 
длинноволновые продольные звуковые волны, 
распространяющиеся со скоростью 5, и восполь­
зуемся периодическими граничными условиями 
Борна—Кармана |14|. Тогда находим, что мини­
мальная частота со’0 = 2ns/L такой волны соответ­
ствует случаю, когда на длине L укладывается од­
на длина волны. В общем случае фононный 
спектр является дискретным, и только при боль­
ших значениях L возможен приближенный пере­
ход к непрерывному спектру посредством введе­
ния бесконечно малого приращения числа состо­
яний на единицу длины. Последнее является 
привычным подходом в общей теории твердого 
макротела (см. теорию Дебая). Однако в реальной 
ситуации спектр дискретен и в равновесном со­
стоянии для каждого квантового осциллятора по­
ля на частоте со'* = A;coq, где к -  положительное це­
лое число, среднее число фононов (возбуждений) 
{п)к определяется статистикой Бозе—Эйнштейна:

О при к = О,

---------- 5----------  п р и £ > ] .
ехр(Пщ/кВТ) -1

Здесь Й — постоянная Планка, кв — постоянная 
Больцмана и Т — температура. Условие

<л> о = 0 (1)
означает, что случай к = 0 соответствует постоян­
ной составляющей, которая описывает движение 
центра масс системы как целого, и его следует ис­
ключить из распределения (см. 1151). Таким обра­
зом, в общем случае спектр фононных возбужде­
ний оказывается обрезанным в области низких 
частот, и шум, определяемый этими возбуждени­
ями, является зеленым по определению, данному 
в [12]. Ниже (см. Дополнение) будет дана оценка, 
при каких условиях следует учитывать соотноше­
ние (1) отходя от традиционной теории непре­
рывного спектра.

Исследование стохастических систем с дис­
кретным спектром представляется сложной зада­
чей, и далее для аналитических и численных рас­
четов используется аппроксимация зеленого шу­
ма, имеющая вид производной по времени от 
процесса Орнштейна—Уленбека. Сила, действую­
щая на броуновскую частицу, примерно пропор­

циональна числу фононов на единицу длины, что 
позволяет применить подобную аппроксимацию и 
для описания внешнего шума, действующего на 
броуновскую частицу. Ее адекватность при реше­
нии конкретных задач оценивается в Дополнении.

УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ
Запишем исходное стохастическое уравнение 

движения броуновской частицы в виде

md2x'
+  К

dt*2
dx_
dt' ^ + 4 ( 0дх

Здесь/’ — реальное время, m — эффективная масса 
частицы, х '( 0  — ее координата, к — коэффициент 
вязкого трения, и(х’) — функция, описывающая 
потенциальную яму, г)(/') внешний случайный
зеленый шум. Преобразуем это уравнение к без­
размерному виду. Введем характерные ширину / и
глубину А (размерность dim Я = кгм 2/с 2) потен­
циальной ямы и запишем ее в виде u(lx) = AU(x), 
где U(x) является безразмерным потенциалом с 
единичной глубиной. Соответственно, х = х Ц — 
безразмерная координата частицы. Удобно также 
ввести характерный интервал времени /,, значе­
ние которого зависит от конкретной задачи [4|. В 
безразмерных переменных х = х'/1 и t = t'/ts из 
уравнения (2) получаем:

Эх + х  = еДх) + £(0, (3)
где точкой обозначено дифференцирование по 
безразмерному времени / ,  сила f(x) определяется 
потенциальной функцией U(x) по обычному пра­
вилу

/(X) = ~ U ( X ) ,  
ОХ

(4)

а внешний шум приобретает вид

С(/) = — л m
Kt5

(5)

Постоянные в уравнении (3) равны

9  = — , б = ^ .
к ts к/

(6)

Как уже отмечалось, далее предполагается, что 
Î (t) = d^(t)/dt, где £,(/) -  процесс Орншгейна- 
Уленбека. Соответственно, шум ц(/) является зе­
леным. В целях дальнейшего использования сто­
хастическое уравнение для этого процесса в без­
размерных переменных удобно записать в виде [4|

4 = -у  £> + an(t)i (7)

где у = 1/т0, т0 — время корреляции процесса %(/),
а = VZ), D — коэффициент диффузии (интенсив­
ность [5]) белого шума, n(t) — белый шум с еди-
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ничным коэффициентом диффузии и функцией 
корреляции (n(t)n(t + т)) = 6(т). Из уравнения
(7) нетрудно получить, что спектральная плот­
ность процесса ^(г) и его дисперсия даются вы­
ражениями

■%(<*>) = —— 2^  2’ су2 = fSA(o)d(o = —• 
2ясо + у  J ъ 2у

-со

где со = co7s — безразмерная круговая частота.

МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ

В соответствии с общей теоремой о сведении 
системы уравнений Ланжевена первого порядка с 
гауссовскими белыми шумами к уравнению Фок- 
кера—Планка |16|, последнее можно записать и 
для системы (3), (7). Однако в результате появля­
ется необходимость решения параболического 
уравнения в частных производных для трех пере­
менных х, х и Ввиду сложности аналитиче­
ского подхода для такой задачи далее использу­
ется вариант метода усреднения, развитый для 
случая зеленого шума в |17, 18). Вообще говоря, 
применение этой теории требует малости потен­
циальной силы (4). Для получения нулевого 
приближения ее следует приравнять к нулю или, 
что то же самое, положить 8 = 0. Это означает, 
что £ является малым параметром теории (срав­
ни с 119|).

Но более важным представляется требование, 
чтобы общую динамику системы можно было бы 
разделить на “быструю” и “медленную” состав­
ляющие. Это очевидное условие физического 
усреднения в реальных системах |6 |. Например, в 
детерминированных колебательных системах в 
качестве быстрой составляющей часто использу­
ется обычное гармоническое колебание, а мед­
ленной — медленное изменение амплитуды и фа­
зы этого колебания [6). Чтобы учесть эти условия, 
в данной работе предполагается, что шум <̂ (г) 
имеет достаточно малое время корреляции по 
сравнению с характерными временами системы в 
отсутствие шума. Значения этих времен в силь­
ной мере зависят от того, насколько мала потен­
циальная сила.

С учетом этих замечаний запишем стохастиче­
ское уравнение для нулевого приближения х<0)(0 
теории в пределе г -»  0:

Эх(0) + х (0) = = (9)

Отсюда и из соотношений (8) следует, что после 
завершения переходных процессов, связанных с

начальными условиями, спектральная плотность 
случайного процесса x'°\t) будет равной

5 (0>(®) = - -  2 -
2тс(Э‘аГ + 1)(со + у )

т.е. этот процесс является стационарным окра­
шенным шумом с дисперсией

^2 _ а2 Г_____ dcо______
2лЭ2 J ( co2 + P2)(co2 + y2)

-СО

2я92уР(р + у)|р = 1/9 2у(1 + Эу)'

Именно эта стационарность сближает развитую 
здесь теорию с классическим методом Боголюбо­
ва-Крылова, где, как уже отмечалось, нулевое 
приближение описывается элементарным гармо­
ническим колебанием [6]. Соответственно, ин­
тенсивность источника белого шума в уравнении
(7) определяется выражением

D = а 2 = 2у(1 + &у)о2. (10)
Выполним замену переменных: х = х,0> + у [17,

18]. Из уравнения (3) с учетом (4) получаем

&У + У = +  у). (11)
д у

Именно при рассмотрении этого уравнения воз­
никает уникальная ситуация, которая, в частно­
сти, рассмотрена в работе [19]. Будем считать, что 
функция U(x) является достаточно гладкой, что­
бы процесс U(x{0) + С), где С = const, можно было 
рассматривать как эргодический по математиче­
скому ожиданию в среднем квадратичном. Тогда, 
заменяя усреднение правой части соотношения
(11) по времени при фиксированном значения 
у = у  = const на статистическое усреднение, по­
лучим следующее детерминированное уравнение 
для “медленной” переменной y(t):

+ у  = - г ^ п < 2
ду

(12)

(иногда это уравнение называется уравнением 
“сравнения”). Функцию

и е[0 )  = {и<у + Л )
будем называть эффективным потенциалом. Как 
следует из дальнейшего, этот потенциал играет 
решающую роль в развитии динамики рассматри­
ваемой стохастической системы.

Полученные соотношения и принятые допу­
щения позволяют представить искомое решение 
исходного уравнения (3) в виде суммы трех слага­
емых:

х(о = х(0\ о  + т  + £v(o,
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первое из которых описывает “быстрое” движе­
ние, второе — “медленное” детерминированное 
движение, а третье является малой по сравнению 
с единицей случайной поправочной функцией 
u(t) = zv {t)y которая, вообще говоря, содержит 
как быструю, так и медленную составляющие. 
Именно условие, что эта функция в каком-то 
смысле мала, позволяет использовать рассмот­
ренный вариант метода усреднения. Задача тео­
рии сводится к поиску каких-либо асимптотиче­
ских представлений функции v(t) [17, 18].

Однако в данной работе для исследования по­
правочной функции используется численное ре­
шение исходного уравнения (3). Это делается для 
того, чтобы подчеркнуть роль эффективного по­
тенциала в развитии динамики системы и оце­
нить применимость метода усреднения.

Возьмем конкретный пример потенциальной 
ямы гауссовой формы [20]

Щх) = -Fx  -  ехр(-х2/2 ), (14)

где F — некоторая постоянная внешняя сила, 
действующая на броуновскую частицу. Тогда, 
учитывая, что процесс Орнштейна—Уленбека яв­
ляется нормальным шумом, из соотношения (13) 
находим, что

Uef/У ) = ш

+сс

1 F(y +х)+
-СО

+ ехр " (у + * )21 (  2 
• e x p f - ^

2 V 2аV
dx =

= -F y -
Vl + G

exp У
2<l + cOj

05)

Соответственно, уравнение (12) принимает вид

* • •
9у + у = S F - УI---------- ехР ->

7(1 + а 2)3 2(1 + о )_

—2
У 06)

Что касается оценки параметра, учитывающе­
го малость времени корреляции внешнего шума 
по сравнению с временами переходных процес­
сов, то ее можно выполнить, например, посред­
ством линеаризации уравнения (16) в какой-либо
точке у = у0.

Очевидно, что в рассматриваемой системе су­
ществуют два состояния: частица остается в яме 
(состояние захвата, “locking state”) или частица 
ускользает из ямы (состояние направленного 
движения, “running state” [4]). В последнем слу­
чае происходит необратимый фазовый переход, 
поскольку возвращающая сила

/',„(¥) = -6 exp
—2
У

2(l + a ) J

в уравнении (16) начинает быстро падать с ростом 
отклонения величины у от барьера эффективного 
потенциала (15). В состоянии направленного 
движения метод усреднения неприменим, по­
скольку поправочная функция u(t) не является 
малой. Если же частица находится в состоянии
захвата, то можно положить у  = y min, где ymin — 
минимум эффективного потенциала (15). Эти ка­
чественные рассуждения далее проверяются по­
средством численного моделирования при задан­
ных параметрах системы.

Важно отметить, что использованный здесь 
вариант метода усреднения снимает ограничения 
на интенсивность внешнего зеленого шума. Если 
же шум белый или окрашенный, то, как уже отме­
чалось во введении, нулевое приближение будет 
описывать диффузионный процесс, который уже 
содержит “медленную” составляющую, что резко 
усложняет решение задачи при больших интен­
сивностях этих шумов.

АЛГОРИТМЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данной работе численное моделирование 
выполняется на основе предиктор-корректорных 
алгоритмов, описанных в [21]. Далее используют­
ся алгоритмы порядка 0(й'^2), где h — шаг инте­
грирования — число, которое предполагается рав­
ным N.

Введем переменные х, = х , х2 = х = х]9 х3 = 
Из соотношений (3), (7) и (14) следует, что

х2 =
9

-х2 + s

X, = х2, 

F -  xtexp
\ /А

ух3 f + f  л(/),9
хъ = -уХу + a n(t).

Тогда искомые алгоритмы приобретают вид

аДх,(/) = x2h + - Z b
9

% ) = ! z ,+ s ■*2 +

+ 8 F - х,ехр
'  2' 

*1 УЪ

Ax3(z) = aZi -  уx:>h -  yaZb

где / — номер шага интегрирования, Дх(/) — при­
ращение величины х на шаге интегрирования,
Z,(0 и Г,(/) — случайные числа, образующие набо­
ры независимых гауссовских чисел с нулевым
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Щх), uejr{y)

Рис. 1. Потенциальные функции. Здесь хтах % 2.54, 
*min ~ 0.10, у тах *  3.28 и ymjn ~ 1.34.

средним и единичной дисперсией, и Z2(/) — чис­
ла, определяемые формулой

Ш  = h

Важно учесть, что случайный процесс нулевого
приближения Л'|П)(/), удовлетворяющий уравнению 
(9), следует рассчитывать синхронно с пошаговым 
численным решением основного уравнения дви­
жения. Для этого вводим новые переменные

= xi0\  q2 = х ° \  qy = Из уравнений (7) и (9) по­
лучаем

Я\ = Яъ

Яг = ^(-?2-<7з) + ^« (0 ,

Яг = ~У Яг + an(t) 
и алгоритмы приобретают вид

Д<7,(0 =  42h + \ г ъ

АЯг(0 = | Z, - ± (?2 + m )h  - | ( ±  + У) z 2,

Д?з(0 = aZ\ -  УЯФ -  YaZ2.
Для сравнения добавим аналогичные алгорит­

мы для случая белого шума, когда £(/) в уравне­
нии (3) заменяется просто на случайный процесс
awn(t), где aw = yjl\, и Dw -  коэффициент диффу­

зии источника белого шума. Положив х} = х ч 
х2 = х  = х]9 получаем

а,Axl(i) = x2h + - f Z b
9

а

+ i .
9

-х 2 + е

Ax2(/) = |Z , +

X, ехр И
9'
— Z-2-

Заметим, что случай белого шума не может соот­
ветствовать какой-либо ограниченной структуре.

РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Перейдем теперь к обзору некоторых результа­
тов численных вычислений. На рис. 1 показаны 
используемые в расчетах модельный потенциал 
(14) (непрерывная кривая) и эффективный по­
тенциал (15) (пунктирная кривая). Предполагает­
ся, что F = 0.1 и о = 2. Результаты численного 
моделирования даются для следующих значений
параметров: у = 10, А = КГ4, N = 10\

А. Положим е = 0.3. На рис. 2 показано не­
сколько траекторий движения броуновской ча­
стицы для этого случая. Линия / соответствует 
9 = 0.504. Из-за плохого разрешения она выгля­
дит как прямая, параллельная оси абсцисс. Все 
расчетное время частица локализована в яме. Од­
нако при малом изменении параметра от этого 
значения 9 до 9 = 0.505 происходит резкое изме­
нение в динамике частицы: до момента t2 частица 
остается локализованной, а затем под действием 
силы F непрерывно удаляется с постоянной ско­
ростью в сторону правой границы структуры (со­
стояние направленного движения). В работе 122] 
такие резкие изменения топологии решения на­
званы катастрофами. Этот эффект связан с пере­
ходами между предельными циклами фазовой 
траектории. Между линиями 2 и 3 малое измене­
ние параметра 9 приводит к малым изменениям 
траектории. По аналогии с молекулярными спек­
трами такую область существования траекторий 
можно назвать “полосой”. Полоса кончается на 
линии 3  (9 = 0.739) и опять происходит катастро­
фа при переходе к 9 = 0.740 (линия 4). Далее меж­
ду линиями 4 и 5 опять существует полоса и ката­
строфа возникает уже при переходе между 
9 = 0.886 и 9 = 0.887 (линии 5 и 6 соответствен­
но). Подобная ситуация продолжается и при 
дальнейшем увеличении параметра 9 , причем 
она усложняется, поскольку полосы могут пере­
секаться и возвращаться назад. Наконец отметим, 
что зашумленная кривая 7 соответствует белому 
шуму с aw = 0.03а (9 = 0.505), т.е. шуму с очень 
малой интенсивностью. Однако, как видно из
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Р и с .  2 .  Т р а е к т о р и и  п р о ц е с с а  * ( / )  п р и  е  =  0 . 3 .

рис. 2, даже при такой интенсивности ни о какой 
локализации частицы в яме говорить не прихо­
дится.

Интересно рассмотреть более детально необ­
ратимый процесс выхода частицы из ямы. Эта си­
туация показана на рис. 3. Черная зашумленная 
кривая — траектория частицы x(t). На ее фоне по­
строена белая кривая /, которая представляет со­
бой поправочную функцию u(t). Если предста­
вить себе, что на интервале 0 < / < 4000 процесс 
u(t) представляет собой часть реализации некото­
рого стационарного процесса, то численный рас­
чет дает для среднеквадратичного отклонения 
этого процесса величину о и «  0.43. Можно ли ее 
считать достаточно малой, чтобы использовать 
последовательные приближения метода усредне­
ния, развитого в [17, 181 для расчета статистиче­
ских характеристик локализованного состояния? 
В каком-то смысле на этот вопрос можно ответить 
положительно, хотя следует ожидать, что число 
этих приближений должно быть достаточно боль­
шим, поскольку сам метод основан на разложении
функции 1/(х(0) + у + и )  в ряд Тейлора по и.

Как показал расчет, на интервале времени до 
фазового перехода частица находится вблизи вре­
менного среднего (х)1 « 1.43, т.е. вблизи миниму­
ма ymin эффективного потенциала, а не минимума 
xmin его реального значения. Из рис. 3 также хоро­
шо видно, что необратимый уход частицы из по­

тенциальной ямы происходит лишь тогда, когда 
именно поправочная функция u(t) пересекает 
барьер у тах эффективного потенциала. При этом 
сама траектория частицы может сколько угодно 
раз пересекать барьер хт;|Х реального потенциа­
ла. Это сильно отличает ситуацию от случая бе­
лого шума [5|.

Б. В теории возникает вопрос, является ли 
условие малого значения параметра г достаточ­
ным или необходимым для адекватного исполь­
зования метода усреднения? Рассмотрим случай 
е = 1. Результаты численного расчета показаны на 
рис. 4. Непрерывные линии /—7относятся к слу­
чаю зеленого шума в ограниченной структуре, 
прерывистая линия 8 — к случаю белого шума 
в неограниченной среде. Линии 1—5 в силу низ­
кого разрешения рисунка представляют сово­
купности траекторий процесса x{t) с параметром 
О из интервалов: / — 0 £ 9 <  0.0181, 2  — 
0.0182 < 9 < 0.0413, 3 -  0.0414 < 9 <  0.109, 4 -  
0.1 10 < 9 < 0.140, 5 -  0.141 < 9 < 0.212. Линии 6 
и /относятся к случаям 9 = 0.273 и 9 = 7 соответ­
ственно. По-видимому, низкое разрешение не 
позволило для этого примера обнаружить суще­
ствование полос.

Как видно из рис. 4, при 0 < 9 < 0.0181 (линия /) 
в пределах расчетного времени броуновская ча­
стица остается в связанном состоянии. С увели­
чением параметра 9 (линии 2—7) появляются об-
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Рис. 3. Развитие катастрофы при зеленом шуме (е = 0.3).

х

г

Рис. 4. Траектории процесса *(/) при е = 1.
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X, и
16 г

Рис. 5. Развитие катастрофы при зеленом шуме (s = 1).

ласти значений 9 , при которых малые изменения
этого параметра в моменты времени /2,/3, ... приво­
дят к необратимым переходам системы из состоя­
ния захвата в состояние направленного движения 
(катастрофы). “Времена жизни” /2, - - • частицы в
связанном состоянии в основном убывают с ро­
стом параметра 9 (массы частицы), однако на­
блюдается и обратный случай: f3 < /4, когда пара­
метр 9 на линии 3 имеет меньшее значение, чем 
на линии 4. В области между линиями 6 и 7, где 
0.273 < 9 < 7, также существуют катастрофы, но 
они не разрешаются в масштабе рисунка.

Пример движения частицы под влиянием 
внешнего белого шума в неограниченной среде 
представлен на рис. 4 прерывистой линией 8 для 
интенсивности Dw = 0 .01Z), которая в 100 раз 
меньше, чем интенсивность зеленого шума, если 
брать структуру конечной длины. Очевидно, что 
полученное состояние частицы является состоя­
нием направленного движения. Все это ясно ука­
зывает на резкое повышение стабильности свя­
занного состояния броуновской частицы в огра­
ниченной структуре при внешнем зеленом шуме 
по сравнению со случаем белого шума в неогра­
ниченной среде.

На рис. 5 с высоким разрешением показано 
развитие катастрофы при изменении значения 
параметра 9 от 0.01 81 до 0 .0 1 82. Согласно фор­

муле (10), этим значениям соответствуют интен­
сивности D = 94.48 и D -  94.56. Зашумленная 
линия представляет траекторию процесса х(/) для 
9 = 0.0182. Белая линия -  поправочный случай­
ный процесс u{t). Хорошо видно, что, как и в 
предыдущем примере, необратимый фазовый пе­
реход из состояния захвата в состояние направ­
ленного движения происходит только тогда, ко­
гда поправочная функция u(t) пересекает барьер
эффективного потенциала в точке утах. Как и в 
первом примере А, вплоть до некоторого момента 
времени процессы x(t) и u(t) ведут себя как стаци­
онарные случайные функции. Если взять этот мо­
мент равным 53000, то о и « 0.351, что даже мень­
ше, чем в примере А, когда с = 0.3. Таким обра­
зом, и теперь шум u(t) можно считать малым по 
сравнению с единицей, что и служит обосновани­
ем выбора значений параметров расчета, необхо­
димых при использовании метода усреднения. 
Таким образом, развитый вариант метода усред­
нения не очень критичен к выбору значения па­
раметра с. Заметим также, что, как и в первом 
примере А, основное время до фазового перехода 
частица находится в области минимума эффек­
тивного потенциала, а не минимума реального 
потенциала. Этот результат еще раз подтверждает 
важность использования эффективного потенци­
ала при исследовании систем с зеленым внешним 
шумом.
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Рис. 6. Учет возбуждений осцилляторов поля при 
А = 10 нм. Необходимо принимать во внимание по 
крайней мере 5 осцилляторов.

(«>*, (п)к, отн. ед.

Рис. 7. Учет возбуждений осцилляторов поля при 
А = 100 нм. Необходимо принимать во внимание по 
крайней мере 20 осцилляторов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в настоящей работе с исполь­

зованием аналитических и численных методов 
решена модельная задача о движении броунов­
ской частицы в потенциальной яме (ловушке) в 
ограниченной низкоразмерной твердотельной 
структуре. Показано, что зеленый фононный 
шум, характерный для ограниченной системы, 
оказывает значительно менее сильное дестабили­
зирующее воздействие на движение броуновской 
частицы, чем белый шум в неограниченной среде. 
В реальных системах подобного типа это должно 
приводить к увеличению времени жизни захва­
ченных частиц, повышению стабильности лока­
лизованных состояний. Кроме того, получено, 
что решающую роль в развитии стохастической 
динамики в присутствии зеленого шума играет 
эффективный потенциал, как основной инстру­
мент метода усреднения.

Авторы выражают благодарность РФФИ за 
поддержку этой работы (тема №  08-02-00138) и 
В. М. Свиридовой за помощь в оформлении статьи.

ДОПОЛНЕНИЕ
Во Введении в эту статью уже указывалось, что 

на практике важно уметь оценивать, когда усло­
вие зеленого внешнего шума играет существен­
ную роль, а когда можно пользоваться традици­
онной теорией твердого тела в приближении не­

прерывного спектра собственных состояний 114]. 
Для этого рассмотрим уравнение (2) без учета по­
тенциальной функции:

/и— + к Г  = 11(0  
dt' 1

(17)

Здесь V  = dx' /dt' — скорость частицы. Если 
учесть обозначения (6), ее кинетическую энер­
гию на размерной частоте со’ можно представить 
к виду

E(w’) = ^ S A  со') =

т ы '  Sr\((b') _ M b '  S ^ )
2  c o ' V  +  К 2  2 к 2  Э / ;с о ’ 2  + 1

Принимая во внимание соотношение (5), полу­
чим 5Л(со') = (K2l 2/ t s)Sc((b)4 где со = со 7, -  безраз­
мерная круговая частота. Соответственно, из (18) 
следует

2ц ЭоГ +1
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где ц — подвижность частицы. Тогда среднее чис­
ло фононов на частоте со'* = Асоо равно

/„) _ E(cot) _ еЭ/2 S£(ok) 
к Й(0* 2Й|Л&2СО* + 1

.. еЫгР 1 оh
4лйц Э2со* + 1со* + у2

Эту величину следует сравнить с распределением 
Бозе—Эйнштейна

R  = ---------- -----------  (20)
ехр(Й<о*/кВТ) -  1

(А: > 0). Для примеров положим: Т = 300 К , s =
= 8430 м/с , р = 0.13 м2/В с  и 9 = 0.5. Рис. 6 ил­
люстрирует случай /> = 10 нм. Здесь стрелками 
показан дискретный спектр Бозе—Эйнштейна, 
кривая /  представляет собой аппроксимирующую
функцию, пропорциональную со*(со*2 + у'2), где 
у' — размерная постоянная, а кривая 2 — функцию 
отклика системы (17), полученную по формуле
(19). Сразу отметим, что существует некоторая 
неточность аппроксимации, связанная со сдви­
гом максимума этой функции влево. Тем не ме­
нее, в данном случае реально возбуждается всего 
лишь около 5 осцилляторов поля и модель зеле­
ного шума становится необходимой для описа­
ния динамики системы. Рис. 7 соответствует 
L = 100 нм. Хорошо видно, что в этом случае ис­
пользуемая в статье аппроксимация недостаточ­
но точно описывает реальную ситуацию. Однако 
число возбуждаемых осцилляторов превышает 
20, что позволяет использовать традиционную 
теорию бесконечно/шинного образца структуры.
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