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Представлены описание и результаты лабораторною эксперимента по исследованию амплитудно­
фазовых эффектов самовоздействия и генерации второй гармоники продольной низкочастотной 
акустической волны в статически нагруженном сухом и водонасыщенном (сыром) речном песке.
На основе экспериментально установленных зависимостей амплитуды и фазовой задержки несу­
щей волны основной частоты и амплитуды ее второй гармоники от начальной амплитуды излучае­
мой волны предложены уравнения состояния сухого и водонасыщенного песка, а из сравнения ана­
литических расчетов с результатами эксперимента определены параметры этих уравнений.
PACS: 43.25.Ва, 43.25.Dc

1. ВВЕДЕНИЕ

Обычный речной песок является одним из ин­
тересных и необычных объектов исследований 
механики сплошных сред. По своим механиче­
ским и реологическим свойствам он занимает 
промежуточное положение между жидкими сре­
дами и твердыми телами: в зависимости от харак­
тера и величины приложенного напряжения реч­
ной песок может, подобно жидкости, проявлять 
текучесть или, как твердое тело, вязко-упруго или 
пластически деформироваться. С “акустической” 
точки зрения, речной песок (при А, »  я , где >. — 
длина волны, а — размер зерна) является микро- 
неоднородной (или мезоскопической) средой, 
обладающей (при небольшом статическом нагру­
жении) малой скоростью распространения упру­
гих волн, большим затуханием и высокой нели­
нейностью. Все эти свойства связаны с наличием 
относительно “мягких” контактов между отдель­
ными частицами среды — песчинками (или зерна­
ми), при этом в равной мере, хотя и по-разному, 
они проявляются как для сухого, так и для водо­
насыщенного (т.е. сырого) песка. При теоретиче­
ском описании акустических свойств подобных, 
так называемых, зернистых (или гранулирован­
ных) сред, как правило, используются представле­
ния, основанные на контакте Герца — идеально- 
упругом контакте двух шаров [1|, моделирующем 
аналогичный контакт двух зерен. В действитель­
ности же, форма зерен речного песка не является 
сферической, размеры зерен различны, их упа­
ковка случайна, в пространстве между зернами 
может находиться жидкость и газ, нижние слои

песка более нагружены, чем верхние, при дина­
мическом деформировании среды и относитель­
ном движении зерен на их границах могут возни­
кать нелинейные неупругие напряжения и т.д. В 
комплексе, действие всех этих факторов ослож­
няет теоретические предсказания для акустиче­
ских параметров зернистых сред, а их учет сильно 
затрудняет получение микроскопического урав­
нения состояния, определяющего нелинейные 
волновые процессы в таких средах. Таким обра­
зом, несмотря на довольно большое количество 
теоретических и экспериментальных работ, по­
священных распространению упругих волн в зер­
нистых средах [2—23], изучение нелинейных аку­
стических эффектов в сухом и водонасыщенном 
речном песке остается актуальной задачей и в на­
ше время. Кроме того, выявление “необычных 
нелинейных эффектов при распространении 
волн в геофизических структурах”, к которым, 
безусловно, относится и речной песок, составля­
ет, согласно [24—26], одну из пяти актуальных 
проблем современной нелинейной акустики. 
При этом исследование нелинейных акустиче­
ских эффектов в речном песке в лабораторных, 
контролируемых (или управляемых) условиях 
позволяют моделировать нелинейные волновые 
процессы в сейсмоакустике и геофизике, исполь­
зуя при этом более высокие частоты упругих 
волн, малые трассы их распространения и не­
большие объемы исследуемой среды, например, 
грунта или его аналога.

В настоящей работе приводятся описание и 
результаты экспериментальных и теоретических
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исследований амплитудно-фазовых эффектов са­
мо воздействия и генерации второй гармоники 
продольной низкочастотной (НЧ) акустической 
волны в статически нагруженном сухом и водона­
сыщенном (сыром) речном песке. Аналитическое 
описание наблюдаемых эффектов проводится в 
рамках феноменологического уравнения состоя­
ния, содержащего диссипативную (неупругую) и 
реактивную (упругую) нелинейности.

2. СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА 
И МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИЗМЕРЕНИЙ

При проведении экспериментов сухой и водо­
насыщенный речной песок находились в двух 
одинаковых (каждый в своей) тонкостенных ем­
костях диаметром 16 см и высотой 22 см. Средний
размер а песчинок составлял около 2 х 10 2 см, а 
пористость сухого песка — 43%. Сухой песок 
предварительно уплотнялся, при создании же во­
донасыщенной среды, в начале, песок засыпался 
в воду, а затем, по мере ее испарения, вода доли­
валась в песок, так что в водонасыщенном песке 
могли находиться пузырьки воздуха диаметром не 
более чем размер песчинок. Для получения ста­
бильных и повторяемых результатов акустических 
измерений, в сухом и водонасыщенном песке при 
помощи системы грузов массой М создавалось
статическое давление Р0. Грузы располагались на 
тонкой пластине из оргстекла, находящейся на 
поверхности песка и перекрывающей почти все 
сечение емкости, так что вертикальная компо­
нента статического давления Р{) в песке была по­
чти постоянной по высоте и определялась выра­
жением Р0 = Mg/S »  pg/z, g — ускорение силы тя­
жести, S — площадь сечения трубы, р — плотность 
песка. Измерения проводились в импульсном ре­
жиме при статическом давлении Р0 = 6.2 х 10' Па. 
В сухом и водонасыщенном песке, при помощи 
излучателей продольных волн, находящихся на 
глубине А = 13 см от поверхности песка, возбуж­
дались, распространяющиеся в вертикальном на­
правлении (снизу вверх), акустические импульсы 
с несущей частотой F = 4 кГц, длительностью 
Т = 5 мс и скважностью N = 20. Диаметр излуча­
телей составлял 8 см. Для регистрации прошед­
ших через песок акустических импульсов исполь­
зовался приклеенный к центру той же пластины 
(на которой располагались грузы) и находящийся 
на оси излучателя пьезоакселерометр, реагирую­
щий на вертикальную компоненту ускорения. 
Сигнал с пьзоакселерометра поступал на вход 
цифрового осииллоскопа-спектроанализатора, где 
измерялись амплитуда и задержка прошедших че­
рез песок импульсов. При выбранном статическом 
давлении скорость распространения импульсов в
сухом песке была равна С0 = 3.2 х 104 см/с, а водо­

насыщенном — С0 = 2.5 х К)4 см/с. Длина X аку­
стической волны в песке составляла около 7 см,
размера песчинок и пузырьков воздуха~2 х 10 см, 
так что отношение Х/а « 350. Погрешности из­
мерения амплитуды и фазовой задержки им­
пульса составляли, соответственно, ±1.6x10 1 дБ, 
и ±400 нс. Эксперименты проводились в лабора­
торных условиях, т.е. при комнатной температу­
ре, нормальном атмосферном давлении и соот­
ветствующей “комнатной” влажности воздуха.

Деформация среды £(*,/) определяется как 
производная по координате х от смешения ча­

стиц среды (/(х,/), т.е. e(x,t) = — ——, t — время.
дх

Деформация акустической волны с частотой £2 в 
песке измеряется также как и в любой другой сре­
де — при помощи калиброванного датчика, в на­
ших экспериментах — пьезоакселерометра с из­
вестной чувствительностью К0 [в/мс2]. В экспе­
рименте, при помощи спектроанализатора или 
осциллографа, измеряют амплитуду электриче­
ского напряжения У0 (в вольтах или милливоль­
тах), образующегося под действием акустической 
волны на этом пьезоакселерометре, затем эту ам­
плитуду V0 нужно поделить на чувствительность 
пьезоакселерометра К0, при этом получится ам­
плитуда А0 ускорения частиц среды в поле акусти­
ческой волны: А0 = Vq/K 0. После этого легко нахо­
дятся все остатьные величины, например, ампли­
туды смещения U{) = A0/Q 2 и скорости v0 = A0/Q  
частиц среды, а также и амплитуда деформации
среды £0 = U0K = £/о£}/Со, где К = £2/С0 — волно­
вое число.

При экспериментальном исследовании нели­
нейных волновых процессов в речном песке не­
обходимо учитывать то обстоятельство, что по­
добные неконсолидированные (или слабо консо­
лидированные) среды являются в той или иной 
степени случайными, т.к. качественные и количе­
ственные проявления в них нелинейных эффек­
тов зависят от многих неконтролируемых факто­
ров. Например, от случайной упаковки большого 
количества песчинок, различных по форме и раз­
мерам, и наличия между ними жидкости и газа. 
Первый фактор можно быстро изменять несиль­
ным механическим воздействием (ударом) по 
стенкам емкости, содержащей песок, второй же — 
может медленно изменяться (например, за счет 
испарения воды и ее перераспределения между 
песчинками). Эти факторы в большей степени 
влияют на нелинейные акустические свойства 
зернистой среды и, в меньшей — на линейные ха­
рактеристики. Они почти не влияют на скорость 
распространения волны, но вполне заметно — на 
ее затухание. Поэтому при проведении одной се-
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Рис. 1. З а в и с и м о с т и  а м п л и т у д ы  в о л н ы  о с н о в н о й  ч а с т о т ы  в](  Kq) ,  ф а з о в о й  з а д е р ж к и  A t i (  Vq) и  а м п л и т у д ы  в т о р о й  г а р м о ­

н и к и  £ 2< Уо) о т  а м п л и т у д ы  Kq н а п р я ж е н и я  н а  и з л у ч а т е л е  д л я  с у х о г о  п е с к а .  В б л и з и  п р я м ы х  л и н и й ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  з а ­

в и с и м о с т я м  c i  ~  Ко, A x i  ~  Vq и  С2 -  К /, о т м е ч е н ы  з н а ч е н и я  п о к а з а т е л е й  с т е п е н и  т ч d  и  р .

рии измерений нелинейных эффектов необходи­
мо, вообще говоря, соблюдать “режим механиче­
ской тишины” (по отношению к емкости с пес­
ком) и в начале измерений контролировать 
обратимость и повторяемость наблюдаемых эф­
фектов при увеличении и уменьшении амплитуды 
возбуждаемой акустической волны во всем диапа­
зоне измерения (на это требуется всего несколько 
секунд). Сами же измерения в водонасыщенном 
песке должны длиться менее характерного времени 
испарения воды в его поверхностном слое (~3 ч). 
В наших экспериментах длительность одной серии 
измерений не превышала 30 мин. Измерения про­
водились в режиме увеличения амплитуды г 0 излу­

чаем ой  ВОЛНЫ (от 80min Д ° £0тах)’ ПрОПОрЦИОНаЛЬ- 
ной ам плитуде У0 им пульса электрического  н ап р я ­
ж ен и я , подаваем ого н а  излучатель.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ
В проведенных и многократно повторенных (в 

разное время) экспериментах с сухим и водона­
сыщенным песком (после его уплотнения, меха­
нического воздействия на емкость и “долива” в 
нее воды) нами наблюдались и исследовались, в 
основном, нелинейные эффекты ограничения 
амплитуды деформации ех (или самопросветле- 
ния среды) и фазовой задержки несущей Ат, аку-
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Рис. 2. Зависимости амплитуды волны основной частоты Cj( К0), фазовой задержки Дт|( К0) и амплитуды второй гармо­
ники 82(Ро) от амплитуды И0 напряжения на излучателе для водонасышенного песка. Вблизи прямых линий, соответ­
ствующих зависимостям ct -  У0, ДТ| ~  У  о и S2 ~  ^ ( ь  отмечены значения показателей степени m , d  и р.
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стических импульсов, прошедших через слой 
песка толщиной h = 13 см, т.е. рассматривались 
зависимости этих величин от амплитуды У() им­
пульсов электрического напряжения на излучате­
ле. Эти эффекты связаны с проявлением нечет­
ных диссипативной и реактивной нелинейно­
стей. Самопросветление среды — это нелинейный 
эффект, обратный нелинейному ограничению 
амплитуды волны. В линейной среде амплитуда 
волны в среде растет пропорционально амплиту­
де волны на излучателе. В средах с нелинейной 
диссипацией имеет место нелинейное ограниче­
ние амплитуды волны, если поглощение среды 
растет при увеличении амплитуды волны, или са­
мопросветление среды, если поглощение среды 
падает при увеличении амплитуды волны.

В соответствии с вышеотмеченным вполне 
естественно, что закономерности нелинейных 
эффектов в сухом и в водонасыщенном песке, в 
различных сериях измерений были отличными 
друг от друга. Наиболее характерные результаты 
этих измерений приведены на рис. 1 — для сухого 
песка, и на рис. 2 — для водонасыщенного. Из 
рис. 1,2 видно, что при увеличении амплитуды V0 
имели место следующие закономерности. Ам­
плитуда 8,(К0) принимаемой волны монотонно 
увеличивалась, причем вначале линейно при
У0 < 20 в, а затем ее рост, как правило, замедлялся 
(рис. 1, рис. 2а, б, в, г). Такой эффект называется 
нелинейным ограничением амплитуды волны. 
Отметим, однако, что для водонасыщенного пес­
ка, иногда, после длительного в течение суток ис­
парения воды, наблюдалось не замедление роста
амплитуды £|(К0), а его ускорение, т.е. самопро­
светление среды (рис. 2д). Для фазовой задержки 
несущей Ат,(Г0) имели место еще более разнооб­
разные зависимости. Так, для сухого песка на­
блюдались как положительные, так и отрицатель­
ные (при малых амплитудах У0) задержки Дт,(К0). 
При больших же амплитудах У0 задержки Атj(T0) 
всегда были положительными. При этом, однако, 
в пределах каждой серии измерений (при малых 
амплитудах У0) зависимости Ат, = Ат,(Т0) были 
менее нерегулярными по сравнению с зависимо­
стями 8, = 8,(К0). Такое поведение, по-видимому, 
связано с неустойчивой структурой слабо поджа­
тых зерен сухого песка, изменяющейся под дей­
ствием акустической волны. Более стабильной 
структурой контактов обладает водонасыщенный 
песок, в котором, из-за наличия между песчинка­
ми воды, действуют капиллярные и адгезионные 
силы. Соответственно, для водонасыщенного 
песка зависимости Ат, = Ат,( У0) и 8, = 8,( У0) были 
регулярны, но также различны для различных се­
рий измерений. В тех случаях, когда наблюдалось 
ограничение амплитуды волны, задержка Ат,(К0)

была положительной, причем Дт,(Г()) -  К /, где 
d = 3,5 при малых амплитудах У0, и d = 1/2,1 при
больших У() (рис. 2а, б, в, г). В тех же случаях, ко­
гда наблюдалось самопросветление среды, за­
держка АТ](К0) при малых амплитудах У() была от­
рицательной, а при больших — положительной 
(рис. 2д). Интересно отметить, что аналогичные 
зависимости для Ат, = Ат,(Н0),т.е. отрицательные
значения Ат,(И0) при малых амплитудах У0 и поло­
жительные при больших, наблюдались в натур­
ных экспериментах при исследовании нелиней­
ного распространения сейсмоакустической вол­
ны в сыром песчаном грунте [27J. В этих
экспериментах, однако, зависимости 8, = 8,(У0) 
были почти линейными.

Одновременно с эффектом амплитудного са- 
мовоздействия, при больших амплитудах У0, на­
блюдалась генерация второй гармоники волны 
основной частоты, связанная с проявлением чет­
ной реактивной нелинейностью среды. На рис. 1,2 
приведены зависимости амплитуды 82(Г0) вто­
рой гармоники от амплитуды У0 для сухого и во- 
донасыщенного песка, из которых видно, что
82(К()) ~ К  ^  £i(K))> причем р = 1, 2, 3, 4. Из срав­
нения и анализа амплитудных зависимостей 
уровней вторых гармоник, полученных в раз­
личных сериях измерений, следует, что для та­
ких сред зависимости 82 = 82(К0) от серии к серии 
различны. Однако можно предположить, что 
четная реактивная нелинейность сухого и водо- 
насышенного песка является степенной функ­
цией модуля деформации, при этом значение 
показателя этой функции — различное для раз­
личных измерений, близко к небольшому цело­
му числу р.

4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
ЭФФЕКТОВ САМОВОЗДЕЙСТВИЯ И 
ГЕНЕРАЦИИ ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ

Установленные в эксперименте закономерно­
сти нелинейных эффектов в речном песке (для
тех случаев, когда зависимости Ат, = Ат,(К0) ста­
бильны и Ат,(К0) ~ Vq > 0) свидетельствуют о том, 
что их причиной являются нечетные диссипатив­
ная с ф р ^ е ,  и реактивная £y|8|'J8, и четная реак­
тивная Eg|е|р нелинейности, а наблюдаемые эф­
фекты можно описать в рамках следующего фе­
номенологического уравнения состояния:

о(8,8) =  Е е  -  у|е|" е -  g ^ '’] + a p [ l  + Р|е|"']ё, (1)

где ст, е и г — продольные напряжение, деформа­
ция и скорость деформации, Е — модуль упруго-
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сти, а  — коэффициент линейной диссипации, р — 
плотность, у, п9 g , р и р, т — безразмерные пара­
метры и показатели степени реактивной и дисси­
пативной нелинейности, у|е|л <§: 1, p|e|w 1,

<$с 1, ap|c|w ' 1 |в| /Со I, С02 = Е/р. В случае,
когда величина Дт, = Дт,(80) знакопеременна, т.е. 
отрицательна при малых амплитудах и положи­
тельна при больших, можно объяснить, если 
предположить, что упругая нелинейность, ответ­
ственная за фазовую задержку, имеет вид [28]:
Е у,|е|л,е # ( г ) - у 2|£|"г£#(-£ )], где л1Л>0, Н(г)
функция Хевисайда. Все параметры уравнения 
состояния для каждого конкретного материала 
определяются экспериментально, т.е. из сравне­
ния полученных экспериментальных результатов 
по изучению каких-либо нелинейных эффектов в 
этом материале с результатом аналитического 
расчета этих же эффектов. Перед тем, как присту­
пить к расчету наблюдаемых эффектов на основе 
уравнения состояния (1), отметим некоторые 
особенности этого, вообще говоря, неаналитиче­
ского уравнения. Прежде всего заметим, что при 
у = 0, # = 0 и р  = 0 уравнение (1) является линей­
ным. Оно описывает деформирование линейного 
тела Кельвина-Фойгта [29]. В этом случае, конеч­
но, никаких нелинейных эффектов нет, поэтому в 
уравнение (1) и введены нелинейные слагаемые
£у|е|" 8, Eg\t\p и арр|г|'"ё. Первые два нелинейных
слагаемых £у|г|'?8 и Eg\^P — это упругие степенные 
(нечетная и четная по с) нелинейности. Они опре­
деляют нелинейную упругость среды и, соответ­
ственно, наблюдаемые зависимости Дт, -  Д т ,^ )
и е2(^о) ~ К?- Третье нелинейное слагаемое
app|c|w8 — это диссипативная нелинейность, не­
четная по с функция. Она отвечает за увеличение 
или уменьшение (в зависимости от параметров р 
и т) поглощения волны при увеличении ее ам­
плитуды и определяет нелинейную зависимость
8, ~ 8,(80). Отметим, что речной песок обладает не 
только нелинейным трением, но и обычной ли­
нейной диссипацией, как все вязко-упругие сре­
ды при малых амплитудах динамической дефор­
мации. Здесь задача о распространении упругой 
волны решается в рамках стандартного подхода, 
применяемого при решении подобных нелиней­
ных задач в нелинейной акустике. При этом пред­
полагается, что при малых деформациях (и ско­
ростях деформации) среда ведет себя линейно и 
малоамплитудная волна распространяется также 
линейно, а но мере увеличения амплитуды волны 
нелинейность среды становится все более замет­
ной и волна распространяется нелинейно. Имен­
но такое поведение волны с ростом ее амплитуды 
и наблюдалось в экспериментах с речным песком,

и именно это свойство и поведение среды отража­
ет уравнение состояния (1).

Подставляя уравнение состояния (1) в уравне­
ние движения р Uи = Эо(г,ё)/дх, получаем нели­
нейное волновое уравнение для с:

Полагая в (2) т = / -  х/С0, х' = х , получаем более 
простое, одноволновое уравнение:

где 5 = -5Ц, ц = Это уравнение, вместе с гра-
2 Со С02

ничным условием: е(х = 0,/) = 80sinri/ описывает 
эффекты нелинейного распространения исход­
ной гармонической волны с частотой П = 2nF. 
Поскольку нелинейность уравнения (3) мала, его 
решение можно искать методом возмущений, по­
лагая:

е(х,0) = ^ sA-k.G) = X £/M sin[/e -
/ = 1 / = 1

где 0 = Ш  -  Кх, К = fi/Co,
/ - 2

«  |ё,(х,6)|, а

8/(х) и ф/(х) — медленно-меняющиеся функции 
координаты х.

Из решения уравнения (3) находим выраже­
ния для амплитуды 8|(в0) основной частоты, не­
линейной задержки несущей Дт(е0) и амплитуды 
82(80) второй гармоники при х = L:

£|(£о) =
£0exp[-riLl

1 + й,Р(1 -ехр[-/иг|С|)£о] '

о
Jsi"(so)</x;
О

(4)

£-,(£„) = 2A:ga2exp |-4 riI] |£ f(£0)expI4rix|i/x, (5)
О

где т| = aQ '
2 С

4 Г| (т + 1)/2] 
°\ ~ — ь , =

о пч т(т + 2)Т(т/2)
_  4 (п + 1 )Г[ (п + 1 ) /2 1

л 1/2 п(п + 2)Т(п/2) .02 =
23~Т(р + 1)

р(р + 2)Г\р/2)
Из этих выражений видно, что амплитуда 

8,(s0), нелинейная фазовая задержка Дт,(80) про­
шедшей через песок волны основной частоты и
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Inin (N/M)

In N

Рис. 3. Зависим ости  In11п(/V/Л /)J о т  In /V для сухого 
песка (1) и для водонасы щ ениого (2). П рям ы е линии  
соответствую т следую щ им показателям  степени  т\
I  — т = 3/2, 2  — т = \.

амплитуда е2(ео) ее второй гармоники зависят от 
амплитуды s0 излучаемого импульса и показате­
лей степени т и л , р диссипативной и реактивной 
нелинейности. Если 8|(е0) зависит только от w, то 
Дт,(£0) зависит от т через амплитуду z^Zq) и от л, а 
е2(80) "  в основном от р (при малом самовоздей- 
ствии, когда 8, ~ s 0), а при заметном самовоздей- 
ствии — от р и от т. Из сравнительного анализа 
амплитудных зависимостей (4), (5) с результата­
ми экспериментальных измерений, учитывая, что 
80 ~ К)» можно определить показатели степеней 
нечетных реактивной п и диссипативной т нели­
нейности сухого и водонасыщенного песка для 
каждой серии измерений. Наиболее легко (по
тангенсу угла наклона зависимости Лт, = Дт,( У0) в 
логарифмических координатах) определяется по­
казатель п для сухого (рис. 2г) и водонасыщенно­
го песка, когда имеет место лишь небольшое 
ограничение амплитуды волны (при (3 > 0). Так из
рис. 1 г видно, что для сухого песка при е, < КГ5 —
п = 5, а при 10 " < е, < 5х 10”5 -  я = 1. Изрис. 2а, б, 
в, г следует, что для водонасыщенного песка при
малых амплитудах е, (в, < £„, = 10 6 -1 0 ‘5-  значе­
ния 8/Л различны для различных серий измере­
ний) и средних 8, (с, > s th), когда 8, -  s0, имеют
место зависимости: At(s0) ~ 8д и n = d,  где 
d = 3, 1/2 -  для рис. 2а, г; d = 3, 1 — для рис. 26; 
d = 5, 1 — для рис. 2, в. При больших амплитудах 
8,, когда эффект ограничения амплитуды вполне

заметен, имеем: Дт(80) ~ ejJ, где d = 1/2; 1, но, во­
обще говоря, d * n .  Из второго выражения (4) 
можно определить параметры нечетной упругой 
нелинейности у для сухого и водонасыщенного 
песка. Для двух серий измерений, показанных на 
рис. 1г и рис. 2г, когда эффекты ограничения ам­
плитуды малы и Лт,(е0) -  е0", а п = I и п = 3, соот­
ветственно находим: у = 5.4 х 10“ для сухого песка 
и у = 10" для водонасыщенного.

Для определения показателя т замечаем, что

при малых амплитудах 8о, когда ^ 8 ^  «: 1, им-
т

пульс затухает как в среде с линейной вязкостью, 
т.е. по экспоненциальному закону:

ef(^) = 8о ехр[-г|£1, (6)
Поделим первое уравнение (4) на (6) и, вводя
обозначения М = s ,(L )/s f(l) , N = 80/8о , Z  =
= х [ 1 -exp (-w ri/,) | > 0, получим (при
ZNm «  1):

In I In N/ М\ = ln|Z) + m\n N.
Далее, используя результаты эксперимента, 

т.е. зависимости 8, = 8,(К0) на рис. 1 и рис. 2, по­
строим зависимости \n\\n(N/ М)\ от In Л'. Точки
&f(L) на рис. 1, рис. 2 указаны стрелками. Такие 
графики для двух исходных зависимостей (рис. 1а 
и рис. 2г) приведены на рис. 3. Из рис. 3 видно, 
что для этих измерений т = 3/2 для сухого песка, 
и т = I для водонасыщенного. При этом парамет­
ры диссипативной нелинейности составляли
Р = 1.3 х 10х и р = 1.8 х 10> соответственно. Значе­
ния показателей т, определенных аналогично 
для других измерений, приведены на рис. I, 2. Из 
них следует, что для различных измерений значе­
ния т различны: для сухого песка т = 3/2 (рис. 1а, 
в) и т = 3 (рис. 16, г), а для водонасыщенного 
±т = I (рис. 26, в, г) и т = 2 (рис. 2а). Для водона­
сыщенного песка в том эксперименте, когда име­
ло место самопросветление (рис. 2д), аналогично 
было определено, что т = 0 .1 5 (при этом р < 0). 
Из сравнения значений показателей степеней т и 
я, определенных в одной серии измерений, мож­
но сделать вывод: поскольку эти значения, как 
правило, различны, то и механизмы нечетных ре­
активной и диссипативной нелинейности сухого 
и водонасыщенного речного песка, ответствен­
ных за проявления эффектов амплитудно-фазо­
вого самовоздействия, также различны. Упругая 
нелинейность таких сред связана с контактами 
Герца между зернами различного размера, а дис­
сипативная — с силами нелинейного трения на 
границах этих зерен. Так как микроскопическая 
конфигурация слабо поджатых зерен (т.е. функ-
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ция распределения контактов по начальным под- 
жатиям) в массиве речного песка после каждого 
ударного воздействия на емкость изменяется, то 
каждый раз параметры акустической нелинейно­
сти таких сред принимают другие значения.

Далее, из амплитудных зависимостей для вто­
рых гармоник а2 = £2(е0) следует, что показатели 
степени р четной реактивной нелинейности, от­
вечающие разным сериям измерений, также раз­
личны. Для сухого песка -  р = 2 (рис. 1а), р = 3 
(рис. 16, г), р = I (рис. 1в, г), а для водонасыщен­
ного -  р = 2 (рис. 2а, б), /; = 4 (рис. 2в), р = 3 
(рис. 2г), р = 1 (рис. 2д). Приведем оценки пара­
метров g квадратичной четной упругой нелиней­
ности для сухого и водонасыщенного песка, по­
лученные из выражения (5) и результатов измере­
ний (рис. 1а и рис. 2а), для которых 8, -  V0, р = 2 и
82(е0) ~ £?(£(>). Здесь, однако, необходимо учиты­
вать условность выражения для линейного дисси­
пативного слагаемого арс  в уравнении (1), отвеча­
ющего вязким потерям, и определяющим квадра­
тичную зависимость коэффициента затухания 
волны от ее частоты. Реально же, для речного пес­
ка, эта зависимость может быть иной, но результат 
расчета параметра g будет правильным, если знать
коэффициенты r|,L = r)(f2)L и г|2Л = Л(2Q)L ли­
нейного затухания волны на частотах Q и 2Q. Для 
исследуемых сред они определялись эксперимен­
тально:

Л|А = 5х КГ1, r\2L = 2.8 — для сухого песка;
Л\L = 7х К)"1, r\2L = 3 — для водонасыщенного. 

В этом случае выражение (5) имеет вид:

e,(g0) = [еХр(-2т|,/,) -  exp(-r|2z,)],
П2-2Т1,

из которого находим, что g = 5 для сухого песка и 
g ^  12 дня водонасыщенного. 5

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенные исследования распространения 

НЧ акустических волн в сухом и водонасыщен­
ном речном песке свидетельствуют о том, что в 
подобных зернистых средах при умеренных ам­
плитудах волны могут вполне заметно и разнооб­
разно проявляться эффекты амплитудно-фазово­
го самовоздействия и генерации второй гармони­
ки. При этом интенсивность таких эффектов 
зависит, по-существу, от управляемых, но некон­
тролируемых, факторов, определяющих структу­
ру и состояние среды. Наиболее сильными из 
этих эффектов являются эффекты ограничения 
амплитуды волны и самоиросветления среды. Их 
наблюдение возможно даже при помощи “обыч­
ного” аналогового двухлучевого осциллографа, 
например, СI -55. На основе анализа эксперимен­

тально установленных амплитудных зависимо­
стей нелинейных эффектов показано, что для их 
описания необходимо предположить, что такие 
среды обладают диссипативной и реактивной 
степенной и, как правило, неаналитической не­
линейностью, параметры которой могут прини­
мать различные и, вообще говоря, непрогнозиру­
емые значения. Зная общий вид феноменологи­
ческого уравнения состояния зернистой среды 
(1), предсказать априорные значения его нели­
нейных параметров, по-видимому, невозможно. 
Однако не все так плохо. Во-первых, проведен­
ные исследования позволяют получить представ­
ление о возможных закономерностях нелиней­
ных акустических эффектов в реальных зерни­
стых средах и грунтах. Во-вторых, несомненно 
важными результатами этой работы является об­
наружение:

— эффекта самопросветления (рис. 2д), кото­
рый ранее, по-видимому, наблюдался только в 
системах, содержащих речной песок |30|;

— немонотонных зависимостей фазовой за­
держки волны от ее амплитуды всухом (рис. 1а, б, 
в) и водонасыщенном (рис. 2д) песке.

Аналогичные немонотонные зависимости для 
фазовой задержки несущей наблюдались при 
проведении натурного эксперимента по самовоз- 
действию продольной сейсмоакустической вол­
ны в сыром песчаном грунте |27], что, вообще го­
воря, и стало причиной проведения такого же, но 
лабораторного, эксперимента с речным песком, 
нелинейностью которого можно было бы управ­
лять, в частности, механическим ударом по емко­
сти.

Работа выполнена при поддержке РФФИ.
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