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В статье описываются свойства спирально-винтовых волн, возникающих вблизи цилиндрической 
полости в упругой среде и являющихся проявлением непериодических (по углу) решений динами­
ческих уравнений упругости. Определены дисперсионные характеристики этих волн, а также опи­
сана их пространственная структура.
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С ущ ествует больш ое число  работ, о тн о сящ и х ­
ся к и сследован и ю  волновы х п роц ессов  в упругих 
телах, в частности , в ц и ли н д р и ч ески х  волноводах 
(см ., н ап р и м ер , 1 1 -3 ]). О тли чи тельн ой  о с о б е н н о ­
стью  этих работ является  т о , что  в б ольш и н стве  из 
них исследую тся свой ства  н орм альн ы х волн , я в ­
ляю щ и хся  п ери од и чески м и  по  углу 0 (все ф и з и ­
ч ески е  вели чи н ы , н ап р и м ер , вектор  см ещ ен и я , 
оп и сы ваю тся  м н ож и телям и  s in nQ или c o s «0, п — 
целое). В других работах, н ап р и м ер , |4 , 5 | р а с ­
см атр и вал и сь  волны  кругового ти п а , н езави ся ­
щ ие от п род ольн ой  коорди н аты  z  и являю щ и еся  
бегущ им и волнам и по  углу 0 , а  н е  сто яч и м и , к ак  в 
преды дущ ем  случае. В п оследнее время бы л оп уб­
л и к о ван  ряд работ, исследую щ их н орм альн ы е 
волны  в ц и ли н д р и ч ески х  оболочках  и акусти че­
ски х  волноводах  [6—10|, в которы х п оказан о , что 
н еп ер и о д и ч ески е  р еш ен и я  (~  exp(/v0)) о п и сы в а­
ют н о р м ал ьн ы е волны  сп и р ал ьн о -в и н то в о го  т и ­
п а , и м ею щ и е р яд  особен н остей  по  ср авн ен и ю  с 
“о б ы ч н ы м и " волнам и .

В н астоящ ей  работе рассм атри ваю тся а н а л о ­
гичны е реш ен и я (и волны ) п р и м ен и тел ьн о  к ц и ­
л и н д р и ч еск о й  п олости , р асп олож ен н ой  в упру­
гой среде. П ервой  работой , в которой  и сследо ва­
л и сь  волн оводн ы е свой ства  так о го  “о б ъ ек та" , 
н аско л ьк о  нам  и звестн о , бы ла работа  Б и о  1111, в 
которой  бы ли  рассм отрен ы  свой ства  о сеси м м ет­
ри чн ы х (н  = 0 ) н орм альн ы х волн. К  н астоящ ем у 
врем ени  п о яви л о сь  о ч ен ь  больш ое коли чество  
работ, п освящ ен н ы х  и сследован ию  подобны х 
норм альны х волн , в том  чи сле, /спя других (целы х) 
зн ач ен и й  п  112).

Н иж е рассм атри вается  ц и ли н д р и ч еская  п о ­
л о сть  радиуса а у ось  которой  совпадает с осью  z  
ц и ли н д р и ч еско й  си стем ы  коорди н ат; п олость 
расп олож ен а в и зотроп н ой  упругой среде, и м ею ­

щ ей парам етры : п лотн ость  р  и к о эф ф и ц и ен ты  
Л я м э  А. и р .

К ак  и звестн о , д л я  гарм он и ческого  проц есса 
(ехр(-/со/)) упругие волновы е п оля  в таком  во л н о ­
воде м о ж н о  о п и сать  двум я п о тен ц и алам и : с к а ­
л яр н ы м  ср и векторн ы м  ЧЛ Э ти вели чи н ы  долж ны  
удовлетворять уравн ен и ям  [ 1 ]:

А ф  +  kj ф  =  0 , 

r o tr o tT  -  k j 'V  =  0,
а  такж е гран и ч н о м у  условию  п р и  г  = а

а  =  0.

(1)

(2)

(3)

где а  = { р гп а г0) o rz) '  — вектор  н орм альн ы х  н а­
п р яж ен и й , Т  — зн а к  тр ан сп о н и р о в ан и я , Д =

д ‘ i l l
д г 2 ' г д г  ' d z 2 ’ г 2д в 2

+ — о п ер ато р  Гельмгольца,

» со / со
к /  =  — и к , = ------волн овы е чи сла п родольны х и

C l с ,
п оп еречн ы х  волн , соответствен н о . Д о п о л н и тел ь ­
н ы м и  условиям и  д л я  сущ ествован и я  незатухаю ­
щ их по  оси  z  н орм альн ы х волн являю тся:

Ф - »  0 и ф —> 0 при г  -»  оо. (4)

Р еш ен и я уравн ен и й  (1) и (2 ), в соответствие с 
п остан овкой  задачи , будем и скать  в виде

ф(г, ? , е) =  <po(r)exp[/(fe +  V0)], (5)

Т(г, г,0) = ij/(r)exp[/(As + v0)]. (6)
Здесь к  и v — п рои звольн ы е п арам етры ; ф у н к ц и я  
ф0(г) удовлетворяет у р авн ен и ю  Бесселя

д 2фо t 1 а<р0 

д г 2 Г д г
+ k t  - к  - Фо = 0. (7)
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Решение уравнения (7 ), удовлетворяющ ее перво­
му из условий (4), записывается в виде

Фо =  A \K v( a r ) ,  (8)

где K v( a r )  -  ф ункц ия  М акдональда порядка v,

а  =  y f k 2 -  k j ,  —  произвольная постоянная. О т­
метим, что условие ограниченности  величины  ф0 
выполняется при  всех v  > 0.

Решение уравнения (2 ), с учетом (5 ), м ож но 
определить методом, излож енны м  в [1 ]. Н еобхо­

дим о отметить, что вектор \\>(г) имеет только две 
л и н е й н о  независимых ком поненты , и поэтому 
выбор реш ений и произвольны х посто ян н ы х д о ­
пускает определенный произвол. П олученны е ре­

ш ения для ком понентов вектора \j>(/*) м ож но 
представить в виде

¥ г  =  A 2K V+X{$ r ) \  \\>0 = iA2K v+l $ r ) \  

Фг =  А у К ^ г ) .
(9)

Здесь р =  y jk2 -  А,2 , А 2 и  А 3 —  произвольные посто- 
янные.

Вектор см ещ ения U  = (ип  %  uz) представля­
ется в виде

U  =  gradcp +  ro tij/. (10)

С учетом формул (6 ) и (7 ) его ком поненты  бу­
дут иметь вид

U, +  +  —V*.
d r  г

/V d \\f 7
«о =  —Фо +  ^ У г - - ^ .  

г  аг

u z =  /Аф0 -  /(v -  1)— +  / ^ £.
г  d r

(11)

С оставляю щ ие вектора норм альны х напряж е­
н и й  5 , входящ его в уравнение (3 ), м ож но вы чис­
лить п о  формулам

a rr = A d i v U  +  2р
d r

<*и) =  Н Г
d_ luo

d r \ r
+  * и г п (12)

, d u гл
° п  = Ц| , k u r +  “

А

Подставляя вы ражения (12), с учетом формул
(8), (9 ), (10) и (11), в граничное условие (3 ), полу­
чим  однородную  систему из трех алгебраических 

уравнений относительно постоянны х Л19 Л 2 и  А3. 
Д исперсионное уравнение для уп р уги х  волн будет 
иметь вид

где D  —  детерминант полученной системы урав­
нений , им ею щ ий следующ ие значения элемен­
тов:

d u = - a a K 'v (a a )  + М '
2

K v ( а а ) ;

d l2 = V k a 2K '„ l (fia);

=  I

D = 0 . (13)

4 ,  =  ф в * ; ( М - * * ( М ] ;

d 2i =  2 /'v j^aaA ';(aa) -  A:v(a a )J ;  

d 2 2 -  i k a  (v  -l)A Tv+1 (po) +  paA:;+1 (p a )] ; (14)

d 23 =  2 Р « /С (р 0) + [ (p a ) 2 - 2 v 2]A:v(pa );

d 3I = 2 i a k a l  K'v { a a ) \  

dyi -

-vpflAr;+l(p a ) +  [(a,2 +  2A2) a 2 +  v (v  -  I)] K v+l (pc?)

rf33 = - v k a K ^ f i a ) .

П ри ч и сл ен н о м  р еш ен и и  у р авн ен и е  (13), с 
учетом  ф о р м у л  (14), представлялось  в виде:

D ( P ,  С, v , а )  =  0,

где Р  =  ( к ,а ) ~ ] = — -----безразм ерн ая  д л и н а  сдви -
2 п а

говой  волн ы , С  =  —  — безразм ерн ая  скорость
с,

н ор м ал ьн о й  волн ы , v — сво бо д н ы й  парам етр , a  — 
к о э ф ф и ц и е н т  П уассон а, и звестн ы м  образом  вы ­
раж аю щ и й ся  через к о эф ф и ц и ен ты  Л ям э . Резуль­
таты  расчетов п редставлен ы  н а ри сун ках  1 и 2 в 
виде зави си м о сти  вели чи н ы  С (Р )п р и  разли чн ы х  
зн ач ен и ях  п арам етра v для “ к р ай н и х ” зн ачен и й  
а  = 0 и a  = 0 .5 , соответствен н о . И з п ри веденн ы х 
р и су н к о в  м о ж н о  оп редели ть  общ и е за к о н о м е р ­
ности  п оведен и я д и сп ер си о н н ы х  кривы х.

Так, п ри  каж дом  зн ач ен и и  v и м еется  только  
одн а  н орм альн ая  волна, при этом  ее ф азо вая  с к о ­
рость  п ри  Р  —> 0 (со —> сю) стрем и тся  к скорости  
р эл еевск о й  волн ы  н езави си м о  от вел и ч и н ы  v. 
К ри вы е д л я  v = 0 соответствую т результатам  р а ­
боты  1111.

К аж дая н о р м ал ьн ая  волна зарож дается  при 
н екотором  кр и ти ч еско м  зн ач ен и и  Р  = Ркр, к о то ­
рое ум ен ьш ается  при увеличени и  п арам етра v. 
З ави си м о сть  вели чи н ы  PKp( v )  д л я  разн ы х  зн а ч е ­
н и й  а  представлен а н а  рис. 3. В еличина v по  оси  
аб сц и сс  п ри веден а в л о гар и ф м и ч еск о м  м асш табе.

К ак  п о к азан о  в ц и ти рован н ы х  вы ш е работах, 
р еш ен и я  ти п а  (5) и (6) о п и сы ваю т т а к  н азы вае-

А К У С Т И Ч Е С К И И  Ж У Р Н А Л  т о м  5 6  №  2  2 0 1 0 2*
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С

Р и с . 1. Безразмерная фазовая скорость нормальных 
волн волновода для а  = 0 .
/. V = 0; 2  V =  0.1; 3. v =  0.2; 4. v = 0.4; 5. v =  0.8; 6. v =
= 1.6; 7. v = 3.2; & v =  6.4; 9. v =  12.8.

мые сп и р ал ьн о -ви н то в ы е  волны , обладаю щ ие 
рядом  сп ец и ф и ч еск и х  о со б ен н о стей . Рассм отрим  
таки е  осо б ен н о сти  п р и м ен и тел ьн о  к  и сследуем о­
му волноводу.

О б о зн ач и в  ф азу  волн ы  в этих реш ен и ях  ф =  
=  k z  + v 0  и следуя работе [7], введем  в  рассм отре­

ние волн овое ч и сл о  к в , оп ределяем ое со о тн о ш е­
нием

к и =  gracty =  k z  + - 0 .
г

С

Р и с . 2. То же, что и на рис. 1 для а  = 0.5.
/. v = 0 ; 2. v =  0.1; 3. v =0.25; 4. v =0.5; 5. v =  1; 6. v = 
= 2; 7. v = 6.

О но связано с волновыми числами к  и к к = -
г

( к к — волновое число круговы х волн |5, 6 |)  соот­
нош ениям и

к \  =  к 2 +  к \  =  к 2 к = к в c o s a , к к =  A ^s in a ,

где a —  угол между вектором к в и осью  г- Вектор

также как вектора А:* и к , леж ит в касательной 
плоскости к  каждой цилиндрической поверхно­

сти г  =  const. П оскольку величина к к зависит от 
радиуса, то  и угол a  = a ( r ) :

tg a  =  f .  (15)
к г

Таким  образом, по каждой такой поверхности 
под углом а  к  оси волновода распространяется

винтовая волна с волновым числом к в < подобно 
винтовы м  волнам на поверхности цилинд риче­
ской  оболочки, рассмотренным в работе [7 ]. Не 
трудно видеть, что волновой ф ронт винтовой вол­
ны , определяемый соотнош ением  ф = const, пер­

пендикулярен волновому вектору к в , и также об­
разует винтовую  л и н и ю . П о мере увеличения ве­
л и ч и н ы  г  угол а  уменьш ается, и, следовательно, 

волновой вектор к в  постепенно поворачивается к 
оси волновода. На основании этих свойств ви н то ­
вых волн их совокупность  (во всем объеме волно­
вода) м ож но трактовать как спиральную  волну 
поверхностного  типа.

Н ачальный угол, под которы м  волна “ выхо­
д и т "  с поверхности полости, в соответствие с

Р

Igv

Р и с . 3. Критические частоты нормальных волн вол­
новода.
/. a  = 0 ; 2. a  =0.25;.?. о =0.5.
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С П И Р А Л Ь Н О -В И Н Т О В Ы Е  Н О Р М А Л Ь Н Ы Е  ВОЛНЫ 165

а о

Р и с .  4 .  У г о л  “ в ы х о д а ”  в о л н ы  н а  к р и т и ч е с к и х  ч а с т о т а х .

1. а  =  0 ;  2 .  а  =  0 . 2 5 ;  3 .  а  =  0 .5 .

ф орм улой  (15), оп ределяется  со о тн о ш ен и ем

а 0 =  a rc tg —  =  a rc tg  (v P C ). (16)
к а

П р и м ен и тел ьн о  к р ассм о тр ен н о й  вы ш е задаче 
и используя п олученны е ч и сл ен н ы е результаты , 
бы л рассчитан  угол а 0 н а  кри ти ч ески х  частотах в 
зави си м ости  от п арам етра v для разны х зн ачен и й  
а .  В этом  случае ф орм ула (16) при обретает вид

а 0 =  arc tg  ( v ( 17)

Результаты  расчета при веден ы  н а рис. 4. В идно, 
что при v —> оо вели чи н а  а 0 стрем и тся  к  со о твет­
ствую щ ем у (для каж дого  с?) предельном у зн ач е ­
нию . Угол а 0 д л я  каж дой  д и сп ер си о н н о й  кри вой  
(рис. 1 и 2) изм еняется  от зн а ч е н и я , о п р ед ел яем о ­

го ф орм улой  (17), д о  а 0 = 0 (ф орм ула (16) при
Р  = 0).
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