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Исследуются волны, локализованные вдоль периодического набора точечных неоднородностей в 
тонкой упругой пластине. Рассматривается случай точечных масс и случай отверстий малого ради­
уса в изолированной пластине и в пластине, находящейся в контакте с акустической средой. Для 
моделирования отверстий применяются обобщенные точечные модели.

ВВЕДЕНИЕ

В природе известны локализованные волны 
разных типов. Волны Релея распространяются 
вдоль свободной поверхности упругого тела (о 
квазирелеевских волнах см. [1]), изгибные кро­
мочные волны [2] известны в теории тонких упру­
гих пластин. В данной работе исследуются волны, 
распространяющиеся вдоль периодического на­
бора точечных неоднородностей в упругой пла­
стине. Рассматриваются случаи изолированной 
пластины и пластины, находящейся в контакте с 
акустической средой. Ввиду того, что пластина 
имеет жесткость, ее колебания описываются 
уравнением четвертого порядка, для которого 
функция Грина конечна. Другими словами, такие 
задачи позволяют рассматривать точечные неод­
нородности — прикрепленные массы |6], [7]. При 
рассмотрении неоднородностей иной природы 
(прикрепленные моменты инерции, разрезы, от­
верстия и др.) условия в точке уже не могут быть 
сформулированы в классическом виде. Прихо­
дится привлекать асимптотические соображения, 
связанные с идеей потенциалов нулевого радиуса 
13 1. На этом пути в [4) построены обобщенные то­
чечные модели, которые, сохранив все преиму­
щества классических точечных моделей, имеют 
более широкую область применимости, в частно­
сти, позволяют включить поправки, учитываю­
щие размер неоднородности, а также позволяют 
моделировать не только прикрепленные массы, 
но и отверстия.

Сначала исследуется периодическая система 
тел, прикрепленных к пластине. Предполагается, 
что область крепления мала по сравнению с ха­
рактерной длиной волны волнового процесса. 
Это позволяет считать, что крепления точечные и 
воздействие тела на пластину осуществляется

только посредством его массы. Учет влияния мо­
мента инерции может быть осуществлен в рамках 
обобщенных точечных моделей, что планируется 
сделать в будущем. Далее рассматривается случай 
периодического набора отверстий, формулируе­
мых в виде обобщенных моделей [4]. И в случае 
точечных масс, и в случае отверстий задачи сво­
дятся к дисперсионным уравнениям, записывае­
мым в явном виде в квадратурах. Эти дисперсион­
ные уравнения исследуются численно для раз­
личных параметров пластины и акустической 
среды.

Следует отметить, что волны, распространяю­
щиеся вдоль периодического набора тел, извест­
ны в акустике (см., например |5|).

ИЗОЛИРОВАННАЯ ПЛАСТИНА 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ НАБОРОМ 

ТОЧЕЧНЫХ МАСС

Рассмотрим случай тонкой упругой изолиро­
ванной пластины. Пусть массы М располагаются 
в точках х = 0, у = j d , j  = —со, ..., -1,0,1, ..., -t-co. 
Тогда поле изгибных смещений в пластине с при­
крепленными массами подчиняется бигармони- 
ческому уравнению, выполненному всюду, кроме 
точек прикрепления масс, или

+СО
д 2н> -  KqW = ^ с р ( х ) 5 ( у  - jd ) .  (1)

Здесь k{) = (a)2Qh/D)] 4 — волновое число изгибных 
волн в пластине, где со — частота, g — плотность, 
h — толщина и D — цилиндрическая жесткость
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пластины. Амплитуды пассивных источников с- 
находятся из контактных условий

Cj = ^ -^ -w (0 Jd ), j  = - 00,...,+оо. (2)

Отметим, что выражения (2) можно подста­
вить в уравнение (1), как это сделано, например, 
в [6J. Однако в более сложном случае отверстий 
приходится иметь дело с раздельно написанными 
уравнением и условиями на амплитуды пассив­
ных источников, формулируемыми в точках рас­
положения неоднородностей.

Поле, возбуждаемое в пластине некоторой па­
дающей волной w1'1, как обычно, строится в два 
этапа. Сначала строится общее решение уравне­
ния (I), которое может быть представлено в виде 
бесконечной суммы функций Грина

£о(р,ро) = -Л -[я Л £ о 1 р -  ро1) -  нЦХЩр -  pj)], (3)
о /Cat)•о

т.е.
-КО

w = X  Cjgo(x,y,0,jd). (4)
у=-со

Затем суммарное поле w + w{,) подставляется в 
контактные условия, что приводит к системе 
уравнений относительно амплитуд су.

Если падает плоская волна

w{0 = AQxp(ik[yxcos(p0 + /^aysincp0),

то при сдвиге точки начала координат на d но 
оси у поле приобретает лишь множитель 
exp(/£(//sin(p0). Таким образом,a  = ^//'sincpQ.
Здесь с = Со — амплитуда пассивного источника, 
расположенного в точке х = у = 0. Учитывая (5), 
выражение для общего решения (4) можно упро­
стить. Для этого представим функции Ханкеля, 
входящие в выражение (3) для функции Грина, в 
виде интегралов Фурье

1«My-jd)

7 7 ^ ,
,-Vm"+*oW /ц2 +  *  о/dp.

Разобьем сумму на три части для j  < 0, j  = 0 и 
j  > 0. В интеграаах с j  < 0 сменим индекс сумми­
рования j  —> - j , а в интегралах с j  > 0 произведем 
замену переменной интегрирования р —> -р . 
Если теперь загнуть концы контуров в верхнюю 
полуплоскость, то интегралы будут абсолютно 
сходящимися, и тогда можно поменять порядок

суммирования и интегрирования. После сумми 
рования геометрических прогрессий получим

Откуда
*(0,0) =

Ф(Ц*/,а) - i u d - i a  , +  -i\id + ia  ,* е -  1 е -  1
Контур интегрирования может быть продефор- 
мирован в петли, охватывающие разрезы радика­
лов с точками разветвления в р = к0 и р = /£0. По­
сле вычисления скачков и перехода к перемен­
ным / по формулам p = k0(\+ it)  и р = ik0( 1 + /) 
соответственно, получим

* ( 0, 0)
Cl + с 

8 ко 2 пк
-2[ F ( 4 ) - F (  1)],
о

+<х>

П х)=  f
cos(a)<?ХМ+'М -1

2Х£>2хМ+2,м  _ 2cos(a)c/*M+/M + 1dt.

Подставляя это выражение в контактные усло­
вия, найдем выражение для амплитуды

Ас = D i F ( - i ) - F ( \ y (7)

ы2М 8 *о 2 пко
Расчеты показывают, что знаменатель форму­

лы (7) не обращается в нуль при | a  |< k^d и, таким 
образом, задача имеет решение. Однако, если па­
дающее поле отсутствует (А = 0), ограничение 
j а  |< kfid снимается, и можно подобрать такое
значение параметра a  = а* > k^d, при котором 
знаменатель формулы (7) обращается в нуль. Это 
соответствует волне, бегущей вдоль системы при­
крепленных масс.

Проанализируем дисперсионное уравнение

А(а) - 2 71 /л - F ( - i )  + F( 1) = О (8)
т 4

при вещественных значениях а .  Здесь введена 
приведенная масса

т = со2 М
к 2 о
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Поскольку а  входит в дисперсионное уравне­
ние лишь как cos а ,  рассматривать (8) следует 
лишь на интервале 0 < а  < п.

Дисперсионное уравнение является ком­
плексным, однако можно показать, что при до­
статочно малых kod существует диапазон значе­
ний а ,  на котором уравнение (8) является веще­
ственным. В приложении А вычислена мнимая 
часть дисперсионного уравнения

ImA(a)

где суммирование ведется по всем полюсам tn = 
± (a  + Ъ т )1(к$) функции Ф, которые принадле­
жат промежутку [0,1]. При отсутствии полюсов 
мнимая часть (8) обращается в нуль. Легко заме­
тить, что при ktfi > л на промежутке |- 1 ,1 ] будет 
существовать по крайней мере один полюс при
любом а  е 10,тс|. Таким образом, если k{)d > п , то 
вещественных решений уравнения (8) нет. Если
k0d < к  и a  > k^d, на интервале -1 < А. < 1 полюсов 
функции Ф(А.</,а) нет, и, следовательно, мнимая 
часть уравнения (8) обращается в тождество. При 
этом вещественная часть уравнения, как функция 
a , может иметь один корень a  * или не иметь кор­
ней. Зависимости параметра а* от шага k0d при 
различных значениях приведенной массы т 
представлены на рис. 1.

Отметим, что при малых т параметр Флоке а* 
приближается к к^1. При этом волны существуют 
при kQd  практически достигающих п, При увели­
чении массы интервал значений ktfi, в котором 
существуют волны, сжимается и при пх = со вы­
рождается. Следовательно, волн, распространяю­
щихся без затухания вдоль периодического набо­
ра защемленных точек, не существует.

Рис. 1. Параметры а* волн, бегущих вдоль периоди­
ческого набора прикрепленных масс, в зависимости 
от шага кце! при т -  1000, /я = 100,/я = 50,/и = 20 и 
т = 10  (слева направо).

, как и ранее, находятся из контактных условии
( 2) .

Пусть падает плоская акустическая волна

U(,) = A exp(ikx cos&0cos<p0 +
+ iky cos Э0 sin cp0 -  ikz sin 9 0).

Эта волна навязывает зависимость полного 
поля от сдвига на период в виде экспоненциаль­
ного множителя е‘а} у a  = £dcos90sin(p(), и вместе с 
отраженной плоской волной создает поле смеще­
ний

где

>vw (0,0)
2Aiks\n&{)
о  а д 0) ’

З Д 0) = iksin 3„(£4cos4 Э0 -  £04) + N, N =

Дифракционная часть поля создается пассив­
ными точечными источниками

ПОГРУЖЕННАЯ ПЛАСТИНА 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ НАБОРОМ 

ТОЧЕЧНЫХ МАСС
Перейдем к задаче о пластине, находящейся в 

контакте с акустической средой. Пусть среда на­
ходится с одной стороны от пластины. Акустиче­
ское давление U удовлетворяет уравнению Гельм­
гольца

Uxx + Uyy + Uzz + k V  =  0, £ > о 
и граничному условиюA2w -k lw  = \-U  L=0 + Y jC .b ( x -  jd)b{y).

D
Q0(*-W = u z |г=о,

Uid) = c ^ e " 'JG(x,y,z;0Jd),
j

где G(x,y,z',Xo,yo) — функция Грина, отвечающая 
поверхностному источнику,

G(x,y,z;0,y0) =
2

QqU> Г Сад+/и1у->о1-Д2V -k2z dX  d Ц
4tc2Z)JJ ЦХ,1хУ

После замены порядка суммирования и интегри­
рования, и вычисления бесконечных сумм полу­
чим выражение для дифракционной части сме­
щения

где к — волновое число в акустической среде, д0 — 
ее плотность. Амплитуды пассивных источников w<rf>(0,0) = J}Doo+~  F00(a),
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Рис. 2. Параметры Флоке для волн, бегущих вдоль 
системы точечных масс, прикрепленных с периодом 
d = 20 см к стальной пластине толщиной 1 см в кон­
такте с водой. Кривые слева направо соответствуют 
массам со, 1000, 100, 50, 20 и 10 кг.

Рис. 3. Параметры Флоке для волн, бегущих вдоль 
системы точечных масс, прикрепленных с периодом 
d = 20 см к стальной пластине толщиной 1 см, контак­
тирующей с воздухом. Кривые слева направо соответ­
ствуют массам 1000. 100, 50, 20 и 10 кг.

где

А)о - _ L  Г Г:4я2 JJ 2 + 112 -  к
L M

dX d[x.

/гоо(а) = - Ц  Г[ф(и</,а) 
4тг J J

yjx2 + р 2 -  k 2dXd\x
я м

Из условия в точке прикрепления массы

c = <^M{w(d\ ;о,0) + w'*'(0,0))

11ИХОДИ м

с = 2 А ik sin Оо
А)о + Fq0(а) -  0(о~2М~[ Ж(90)

Рассмотрим дисперсионное уравнениеА , о + ^оо(«) ^ 7  = 0 . ( 11)
В приложении Б показано, что при выполне­

нии соотношений кd < а < я , где к — волновое 
число поверхностной волны, распространяю­
щейся вдоль однородной пластины, мнимая
часть выражения 0 1Ю + /*’00(а) обращается в нуль. 
Таким образом, на промежутке а  е (кd,n) диспер­
сионное уравнение является вещественным и мо­
жет иметь вещественные решения а* , которые 
отвечают бегущим вдоль системы масс локализо­
ванным волнам. При численном анализе диспер­
сионного уравнения (11) основную трудность со­

ставляет вычисление интегралов /)00 и F00. Отме­
тим, что интеграл Д )0 сводится к сумме вычетов в
нулях знаменателя (т -  к0)~(т~ -  к") -  /V', а инте­
грал F00 сводится к однократному интегралу от 
экспоненциально убывающей функции (см. при­
ложение В). Результаты вычислений представле­
ны на рис. 2 и 3. В отличие от случая изолирован­
ной пластины, в пластине, находящейся в кон­
такте с акустической средой, вдоль набора 
защемленных точек могут распространяться не­
затухающие волны. При этом, чем больше плот­
ность акустической среды, тем шире диапазон ча­
стот, в котором существуют вещественные реше­
ния а* дисперсионного уравнения (11). На рис. 4 
представленны зависимости частоты отсечки от 
плотности акустической среды для различных 
значений прикрепленных масс.

ИЗОЛИРОВАННАЯ ПЛАСТИНА 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ НАБОРОМ

ОТВЕРСТИЙ

Рассмотрим теперь периодический набор от­
верстий. Начнем со случая изолированной пла­
стины. Будем считать радиус отверстий а малым, 
т.е. k(fl <§с 1. Тогда отверстия можно моделировать 
при помощи обобщенной точечной модели [41. 
Согласно этой модели, постановка граничных 
условий состоит в требовании, чтобы смещение w 
имело в окрестности точек расположения отвер-
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стий локальные асимптотики следующей струк­
туры

w - Cj In
2к

/ \ 
Pi

\С1 /
bf + hf; )x + b f ( y - jd )+ b f ^ +

b f]x(y -  jd )  + + 0(p]), (12)

Py = J x 2 + ( y - j d ) 2 -+0,

где коэффициенты Cj связаны c blp  и by  соотно­
шениями

o - l
(13)

(о — коэффициент Пуассона), а остальные коэф­
фициенты произвольны. Анализируя асимптоти­
ку (12), несложно заключить, что пассивными ис­
точниками в данном случае являются лапласианы 
дельта-функций, т.е.

+OD
Л2и>-&оИ>= У^суА 8(х)5(у- jd). (14)

j=-<G
Сравнивая (14) с (1) заметим, что общее реше­

ние в задаче с периодическим набором отверстий 
получается из (4) применением оператора Лапла­
са. Далее, поскольку

b f  4- b f  = limAw,
Py-»0

сумма этих коэффициентов совпадает с выраже­
нием (6) с точностью до множителя к$. В резуль­
тате из (13) получаем формулу для амплитуд пас­
сивных источников

-2тiA
1 -  а __1_

а  (kffl)
т
4

_ _ ^ _ / Г (_ / ) + / Г( , )

Таким образом, дисперсионное уравнение для 
волн, бегущих вдоль системы отверстий, совпада­
ет с (8), в котором вместо приведенной массы т 
стоит приведенная площадь отверстия

1 -  а
{ktfl)2.

Следует отметить, что моделью можно пользо­
ваться лишь при малых а. При этом, как показы­
вают расчеты, параметр Флоке распространяю­
щихся вдоль системы отверстий волн оказывает­
ся практически не различим с k y l.

ПОГРУЖЕННАЯ ПЛАСТИНА 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМ НАБОРОМ

ОТВЕРСТИЙ
Обобщенная точечная модель отверстия мало­

го радиуса в пластине, находящейся в контакте с

Рис. 4. Зависимость частоты отсечки от плотности р0 
акустической среды для прикрепленных с периодом 
20 см к 1 см стальной пластине масс (кривые по по­
рядку снизу вверх) М = <хз, М  =  1 ООО, М = 500, М  =  250 
и М — 100 кг.

акустической средой, состоит в требовании вы­
полнения локальных асимптотик (12) для поля 
смешений и локальных асимптотик

СУ

/
1

ч2 я 0
+ 0( 1),

r} =yjx 2 + ( y -  jd )2 + г2 -И )

с произвольными амплитудами с) для поля давле­
ния. Таким образом, к источникам в виде лапла­
сианов дельта-функций в краевом условии

(А2 -  kZ)? U(x; y>0) + NU(x,y,0) =
dz-КС

= ~  £с^Д б(х)6(у-у<0
у=-<С

добавляются акустические источники
+СО(Д + k 2)U (x,y ,z)  = -£ с 'б (х )б (.и -  jd)8(z -  0).

У = -СС
С использованием функции Грина G(x, у, г; 0, 0), 

определенной в (10) и отвечающей поверхност­
ному источнику, и функции Грина

(\x,y ,z;  0,0,0) =_  1 Г f i\x+iny-̂ ]x (к2 + р2)2 -  kp d\dn4л2 ,Д 2 + |х1 - к 2'
отвечающей дельта-функции в уравнении Гельм­
гольца, общее решение задачи записывается в виде
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ц и11 = ^e'"J(cAG(x,y,z;0,jd) + c'G'(x,y,z;0,jd,0)).
У—00

Амплитуды с и с пассивных источников опреде­
ляются из условий связи коэффициентов в 
асимптотиках (12) и (17), моделирующих круговое 
отверстие. Для того, чтобы вывести алгебраиче­
ские уравнения нас и с', надо получить асимптоти­
ки функций Грина в окрестности начала коорди­
нат. Удобнее всего это можно сделать путем выде­
ления функций Грина для жесткой или для 
изолированной пластины, и применения формулы 
Тейлора под знаком интеграла Фурье для поправок 
14 1. Для вычисления вклада функций Грина источ­
ников, расположенных в других точках, как и 
прежде произведем смену порядка суммирования 
и интегрирования, после чего вычислим суммы 
геометрических прогрессий. Опуская достаточно 
громоздкие, но простые выкладки, приведем си­
стему уравнений для определения амплитуд

с__
2а

= с —  + MJ+ —  
2к 4л

Д [ ф ( м</,а)( Г ~ ^ 2)2 k*dKly i
/Да,р )

+

4к
+ од,0Г| J2 + т Ц  J |ф ( и ^ а ) \  dXdn |,1±JL 

Ц К » )

~2—  = Ъ \^ +а су D 4я

N

U K ii)

+ с 1<оАю + ш 0 + k 40F00(а )  + Л  f
" J J L(Xm )4 тс

где
efi +СО

j  _  1 Г xdx j  = 1 Гт'^_ch 
2п\ц гу !т 2- к 2' ' 2я J А(т)'

Дисперсионное уравнениедля волн, бегущих вдоль 
периодического набора отверстий, имеет смысл 
обращения в нуль определителя этой системы

—  + —  + N J + 
2 а 2 к

4л
Цф(|л</,а) (К  + ц 2)2 -  к*

П К »)

\

dkd\x
/

X кц!)00 + Ш 0 + Ао̂ ооСа) + (16)

1 I - а  Г
2я а  я2у

Интегралы, входящие в дисперсионное урав­
нение, сводятся либо к сумме вычетов, либо к 
экспоненциально сходящимся интегралам (см. 
приложение В).

Численный анализ дисперсионного уравнения
(16) показывает, что в случае пластины, находя­
щейся в контакте с акустической средой, волны, 
распространяющиеся без затухания вдоль перио­
дического набора отверстий, имеют параметры 
Флоке, численно не различимые с кd во всем диа­
пазоне параметров. При этом размер отверстий 
практически не влияет на величину параметра 
Флоке сх*.

Следует отметить, что, вообще говоря, нали­
чие незатухающих волн в задаче, использующей 
обобщенные точечные модели отверстий, не га­
рантирует существование незатухающих волн в 
реальной ситуации, когда отверстия описывают­
ся в точной постановке. Связано это с тем, что 
обобщенная точечная модель приближенно опи­
сывает поле смещений, причем не везде, а лишь 
на достаточном удапении от отверстия. Если ра­
диус отверстия мал по сравнению с длиной вол­
ны, то поправка к полю и, как следствие к иссле­
дуемым в работе дисперсионным кривым, будет 
мала, однако эта поправка может оказаться ком­
плексной, и тогда волна получит малое затухание.

ПРИЛОЖЕНИЯ

А. МНИМАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ (8)

Вычислим мнимую часть дисперсионного вы­
ражения в (8). Очевидно, что ГО) вещественно. 
Рассмотрим F(-i). Продеформуруем путь инте­
грирования в |0,/|и|/,<х> + /). В интеграле по 
|/\со + /) произведем замену переменной t =  s  + /, 
после чего интеграл становится вещественным

-Ко
1

+K/J.S

В интеграле по промежутку 10,/| произведем заме­
ну переменной / =  / 4- /$, тогда

о

t o f b o  = M i  5Г- , +еч Л ь  _  ,) * -

Возможные полюсы подинтегрального выраже­
ния контур обходит справа. Избавимся от ком­
плексных выражений в знаменателе, т.е. восполь­
зуемся равенством

1 = 1 е,р-1  _ _ !  + / sin3
е~ф- \  21 — cosp 2 21-cosp
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Выделяя полувычеты, интеграл можно напи­
сать как интеграл в смысле главного значения. 
Имеем

+ 71

где суммирование ведется по всем полюсам (п = 
= (2лп ± a ) /( k {]d), которые принадлежат проме- 
жутку |0,1]. После вычисления интеграла полу­
чим формулу (9).

Б. МНИМАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ (11) 
Рассмотрим выражение

Аю + Fю (а) —

1
4тг‘

JJ[1 + Ф М .а  )r X2+f ~ k2dXd\L
ЦХ,\х)

Контуры интегрирования по А, и по проходят 
вдоль вещественной оси, обходя особенности

знаменателя L(\,\x) согласно принципу предель­
ного поглощения. При этом полюсы функции 
Ф(|д*/,а) остаются ниже контура интегрирования. 
Пусть внешним является интеграл по перемен­
ной ц. Продеформируем концы контура в верх­
нюю полуплоскость ц и совместим их с верти­
кальными лучами [—Цо,—|Д0 + /°о) и [fio,|i0 + /оо). 
Если выбрать значение ц0 > к, то при такой де­
формации не будут пересекаться особенности под­
интегрального выражения. Рассмотрим сначала
интеграл вдоль отрезка [-ро,ц0|. Если на этом от­
резке нет полюсов функции Ф (ц^,а), контур 
можно провести симметричным образом и перей­
ти к интегрированию по его половине. В резуль­
тате 1 + Ф в  этом интеграле заменится на

2 +
__ 1_
- i f id - ia

- 1
+ 1 i

gW -Ь  _  ]
1

^iyuJ+ia. _  | ’
что, очевидно, равно нулю. Таким образом, инте­
грал по части контура от - ц () до ц() обращается в 
нуль. В оставшихся интегралах произведем заме­
ны переменной ц = - ц 0 + й и ц  = ц0 + й , что дает

со

А» + ^Оо(а) = ~ 2  j j 1 +
о

1 ]
-ia+sd | g-ivod+ia+sd _  j

X I J x  + Цр -  к 2 + 2 /fy  -  s2dX

[X2 + M-o + 2/>oS -  52)2 -к о  \[x + Ho -  к 2 + 2/)v -  s2 -  N
ds -

a>

if  l i + l
i\Xf/i-ia+sd H---T. 1

giUod+ia+sd __ |

Jr J x + Цо -  к 2 -  2/ЦоУ -  s2dX ds.
2 , 2 - .  212 , 4

+  Ц ( , - 2 / Ц ^ - 5  - к о Jx + \x l~ k 2 - N

Легко заметить, что интегралы отличаются ком­
плексным сопряжением, и, следовательно,М 4 и> +  F M )  =  0. ( 17)
Напомним, что (17) выполнено при отсутствии 
полюсов функции Ф(ц£/,а) на интервале [-к ,к ], 
т.е. при выполнении Kd < а < п.

В. ИНТЕГРАЛЫ О00 И Т00
Рассмотрим интеграл D00 и вычислим сначала 

интеграл по X

А/Ц) = f  ]  -  к2п J L(X,\x)
dX

- С О

Продеформируем контур интегрирования в пет­
лю Г+, охватывающую разрез корня -Jx2 + р 2 -  к2 в 
верхней полуплоскости. При этом выделятся вы­
четы в полюсах Xs = J k 2s -  р 2, где k s -  решения 
дисперсионного уравнения

Цк„) = (К( -  kohjк2. -  к 2 -  N  = 0.
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Рис. 5. Точки ветвления и разрезы на комплексной 
плоскости р .

Интеграл по петле Г+ может быть сведен к инте­
гралу по правому берегу ГГ, а затем по объедине­
нию двух петель Г+ и Г _  в верхней и в нижней по­
луплоскостях при помощи формулы

\f{X 2)Jx2 + й2 -  k 2dh =
Г .

Логарифм в этих формулах выбирается положи­
тельным для X > yjк 2 -  р 2. Интегралы по петлям 
можно, очевидно, заменить суммами вычетов в 
полюсах знаменателя, которые совпадают с реше­
ниями дисперсионного уравнения на обоих ли­
стах римановой поверхности квадратного корня
л/а2 + р 2 -  к 2. Учитывая свойства симметрии, 
окончательно получаем

Проинтегрируем теперь Д,(р) по р. Чтобы 
можно было поменять порядок суммирования и

интегрирования, добавим к (18) почленно тож де­
ство

I Q,
л-=0 V * 2 - Ц 2

В результате получим

= = О

1
А)0 = Г-2л; J

-с о

5=0

+ОЭг ] IJ W к2-М2 ^
+со

2 к12 > J l n
.9=0 _

'J*: - к, к

со \ к 2 - ц 2 / Vk2 -Ц
Теперь произведем деформацию контуров инте­
грирования в петли, охватывающие разрезы квад­
ратных корней. Разрезы проведем через общую
точку р = к у т.е. разрезы для корней >/к2 -  р 2 про­
ведем из точек ветвления к 9 в точку к по некото­
рым кривым / v, а затем полиции  ̂ в бесконечно 
удаленную точку. При этом разрезом для корня
yjk2 -  \х~ будет служить линия ( (см. рис. 5). Не­
сложно проверить, что в интегралах во второй 
сумме скачки имеются лишь на линиях (. К, а на 
разрезе f; функция непрерывна. В результате име-
ем
+a0

—СО

V k; - | д’ + у1к; -  к 2 d\x
V*2- V  УU  -  s

= К! J
/  2 2 ’ VK.v - р

что компенсирует соответствующие интегралы в 
первой сумме. Таким образом,

/ к

»«■ = |
(19)

*  V5=0 v ^ - p

где Z' означает суммирование по корням, лежа­
щим на физическом листе.

Интегралы могут быть вычислены явно, что 
окончательно дает

/>о° -  ~ ^  ̂ ' п
/V

\ к 5 -  к
+ ik

о /
Рассмотрим теперь интеграл F00. Подинте­

гральное выражение в этом интеграле отличается 
от подинтегрального выражения в интеграле /)00 
множителем Ф (р^,а), который зависит только от
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переменной ц. Таким образом, как и в случае ин­
теграла /)00, можно воспользоваться выражением 
(18) для интеграла по переменной X и после пре­
образований, повторяющих приведенные выше, 
получить выражение аналогичное (18)

Аналогичные формулы имеют место и для дру 
гих интегралов, входящих в дисперсионные урав 
нения.
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FUa) =
к.

+
И

&+/00 /

\я J ^ ’a )

\

2
Р /

ф .

(20)

Множитель Ф(ц</,а) имеет полюсы на веществен­
ной оси. Исходный контур обходит их сверху, по­
этому при деформации контуров эти полюсы не 
пересекаются. Однако, поскольку эти полюсы в 
зависимости от параметров могут оказаться на от­
резке [к, к0), контур интегрирования 1{) необходи­
мо продеформировать в верхнюю полуплоскость. 
Отметим, что интеграл по полубесконечному 
контуру t  сходится экспоненциально за счет мно­
жителя Ф(цг/,а). Таким образом, формула (20) 
позволяет эффективно вычислять интеграл F00 
при kd *  ± а  mod 2тг.
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