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Теоретически исследован процесс поглощения звука в однородных разбавленных эмульсиях, 
обусловленный вязкостью компонент среды, с учетом деформационных (капиллярных) колебаний 
капель эмульсии и в предположении, что длина вязких волн мала по сравнению с размером капли, 
а размер капли мал по сравнению с длиной звуковой волны. Рассмотрены резонансные явления, от­
носящиеся к капиллярным колебаниям. Анализируется резонансный вклад в коэффициент затуха­
ния плоской звуковой волны, распространяющейся в эмульсии.
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В данной работе речь идет об однородных раз­
бавленных эмульсиях, поэтому исследование 
сводится к анализу диссипативных процессов для 
одной капли, взвешенной в безграничной среде, с 
последующим применением результатов анализа 
к совокупности капель (эмульсии). Диссипация 
(поглощение) звуковой энергии обусловлена, в 
основном, вязкостью и теплопроводностью жид­
костей; в связи с этим можно говорить о вязкост­
ном и термическом механизмах диссипации. Ре­
шение задачи (в сферических координатах) о ко­
лебаниях капли в звуковом поле представляет 
собой сумму гармоник или мод для каждой аку­
стической величины. Каждой моде соответствует 
своя доля в поглощенной энергии. Для нулевой 
моды (сферически-симметричный вклад в реше­
ние) преобладает термический механизм, теоре­
тически исследованный в 11J. Для первой моды 
(поступательное колебательное движение неде- 
формированной капли как целого) преобладает, 
как можно показать, вязкостный механизм. В 
суммарном поглощении звука, связанном с нуле­
вой и первой модами, вязкостный механизм игра­
ет обычно главную роль, если “тяжелые” частицы 
находятся в “легкой” жидкости (например, ка­
пельки ртути в воде), в обратном случае преобла­
дает термический механизм (например, воздуш­
ные пузырьки в воде); в промежуточном случае 
эти механизмы, вообще говоря, “равноправны”; 
преобладать может любой из них в зависимости 
от конкретных значений параметров компонент 
эмульсий. Соответствующее первой моде погло­
щение звука было исследовано в |2 | для твердых 
шариков, взвешенных в жидкости; обобщение 
для жидких капель приведено в |3 |. Остальные

моды связаны с деформационными (капилляр­
ными) колебаниями поверхности капли; можно 
показать, что для деформационных мод, как и для 
первой моды, главную роль в поглощении звука 
играет вязкость. Капиллярные колебания пред­
ставляют интерес в первую очередь потому, что в 
случае резонансного возбуждения какой-либо де­
формационной моды можно предположить за­
метное дополнительное (к нулевой и первой мо­
дам) поглощение звука каплей. Такое предполо­
жение высказывалось в работе |4 | при попытке 
объяснить расхождение экспериментальных ре­
зультатов по измерению коэффициента затуха­
ния звука в эмульсиях с теоретическими, вычис­
ленными по формулам работы (2] (учет первой, то 
есть “вязкой” моды). Но в работе |3| было показа­
но, что для удовлетворительного объяснения это­
го расхождения достаточно учесть нулевую (“тер­
мическую”) моду, исследованную в II], так что 
нет необходимости предполагать резонанс де­
формационных мод. В 13] исследованы также ка­
пиллярные колебания капли в отсутствие резо­
нансных явлений; как можно было ожидать, их 
влияние на поглощение звука незначительно. Там 
же на основе некоторой “резонансной оценки” 
делается вывод, что резонансный вклад в погло­
щение и, следовательно, в коэффициент затуха­
ния звука пренебрежимо мал. Но, как будет здесь 
показано, выражение для упомянутой оценки не­
верно (неясно также происхождение этой оцен­
ки, приведенной без вывода и без каких-либо по­
яснений). В более поздних работах капиллярные 
колебания капель обычно исследуются в режиме 
свободных колебаний (см., например, |5, 6 |). Что 
касается взаимодействия капель со звуковым по-
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Лем (вынужденные колебания), то обычно иссле­
дуется силовое, осредненное по периоду колеба­
ний, воздействие интенсивного ультразвука на 
каплю и связанную с этим статическую (или ква- 
зистатическую) деформацию капли (см. |7 | и 
приведенный там список литературы). Вынуж­
денные линейные капиллярные колебания ка­
пель с учетом вязкости, насколько нам известно, 
не рассматриваются. Таким образом, вопрос о 
влиянии резонанса деформационных мод на 
поглощение звука каплей и, следовательно, на 
распространение звука в эмульсиях остается от­
крытым. В предлагаемой работе эта проблема 
проанализирована; вывод о слабом влиянии ре­
зонансных колебаний на распространение звука 
в эмульсиях, полученный в данной работе, сов­
падает с упомянутым выше выводом в работе [3], 
но этот последний, основанный, как уже говори­
лось, на неверной “резонансной оценке”, может 
быть оправдан лишь после более тщательного 
анализа.

Рассмотрим поведение капли вязкой жидко­
сти в звуковом поле. Предполагается, что

s/а  <  1, к а <  1, Ъ/а < 1.

Здесь 5 — смещение частиц жидкости от положе­
ния равновесия, а — радиус невозмушенной кап­
ли, к = со/с, со — угловая частота колебаний, с —
скорость звука, 8 = (2v/co) l/2 -  толщина динами­
ческого пограничного слоя, v — коэффициент ки­
нематической вязкости. Написанные соотноше­
ния выполняются как во внешней (по отноше­
нию к капле), так и во внутренней областях. 
Используем подвижную сферическую систему 
координат (г, 0 ) с началом, совпадающим с цен­
тром тяжести капли; в этой системе рассматрива­
ем абсолютное движение жидкости. Первичная 
плоская волна распространяется в направлении 
полярной оси (0 =  0); потенциал скорости частиц 
жидкости для первичной волны дается веще­
ственной частью выражения

<р = Ф ехр[/(со/-£/xos0)] =
со

= Фе‘“'^ (2 п  + 1)Пп(кг)Р„(со*в),
п = 0

где Ф — амплитуда потенциала, j n — сферические 
функции Бесселя, Рп — полиномы Лежандра; за­
висимость от времени всех акустических величин 
выражается временным фактором ехр (ко/), кото­
рый в дальнейшем всюду опускаем. Поле скоро­
сти v жидких частиц состоит из потенциальной и

соленоидальной частей; для областей вне и внут­
ри капли имеем соответственно

v = grcid (ср + ф) + w, v’ = grad\[/’+ w', (2)

где ф — возмущенный потенциал во внешней 
области, ф ’ — полный потенциал во внутренней 
области, штрихами снабжаются величины, от­
носящиеся к капле, w — соленоидальный вектор. 
Выражения для потенциалов ф и ф' должны 
иметь вид

/1=0
со

V|/' = J^B„jn{k'r)P„{cosQ),
п=О

где Ап и Вп — неизвестные константы, hn — сфери­
ческие функции Ханкеля второго рода. Соленои­
дальный вектор w в обеих областях должен быть 
решением уравнений

dw,
8/

\_д_
гдг

£ = v[A и>0 + 2 dwr w0-

+

г 80
1 8

2 • 2 А  Г Sin 0/

sin 080
(sin0wo) = 0 ,

где wB и wr — тангенциальная и радиальная со­
ставляющие вектора w и

1 д (  2dw0\
г2 дг\ дг)

1
sin 080\

д ( s in e * е
80

На поверхности капли должны выполняться 
условия

 ̂ dvr , , л ,dvr  , . г г  
-Р\ +  2Л— х =  ~Р\ + 2 л  — ~ +  Р ~  Р  +  Т  дг дг

\г о0 дг г I

' и - д
<R\ /?2у 

\
1 dv'r t 8v'a у; 
г dQ дг г

(5)
/

=  V n V9 =  V o ,

где р{ — возмущение давления, р — статическое 
давление, ц = vp, р — невозмущенная плотность 
жидкости, Т  — коэффициент поверхностного на­
тяжения, /?, и R2 -  главные радиусы кривизны по­
верхности капли vr и v0 — компоненты вектора V.

В формулы (4), (4‘), (5) входят члены, завися­
щие от малого параметра Ъ/а. В разложениях этих 
членов в ряды по степеням данного параметра бу­
дем пренебрегать слагаемыми со степенями выше 
первой (относительно наибольшего слагаемого в
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каждой формуле). Так, в (4') можно пренебречь 
вторым слагаемым в правой части, так как оно от­
носительно первого слагаемого имеет порядок
величины ~(б/д)2, что можно видеть с помощью 
формулы (6). С учетом сказанного первое уравне­
ние в (4) упрощается к виду

1 g / . 2 c 4 j  / C O W „ = Q

г2 дг\ d r )  v

Ограниченные решения этого уравнения для об­
ластей вне и внутри капли имеют вид

Щ = /(0)ехр[-(1 + i)(r -  а) /5]/г,

w'o = £(е){ехр[(1 + /)(г -  a )/S'] -  (6)
—ехр[—(I + /)(/• + а) /5 ']}/л

rjxefug — пока произвольные функции от 0. Вто­

рое слагаемое в выражении для w'0 весьма мало, 
и если исключить из рассмотрения область 
вблизи центра капли, то им можно пренебречь; 
оба решения сколько-нибудь заметно отличают­
ся от нуля лишь в пределах своих пограничных 
слоев 5 и б'. Наличие этих слоев, а также дефор­
маций поверхности капли, ограничивают при­
менимость решений (6) требованием 4/5  <^1,
4/5 ' <  1 , где 4 — деформация (отклонение эле­
мента поверхности капли в радиальном направле­
нии от равновесного положения). Этого требова­
ния можно избежать, если вместо сферической 
системы координат использовать “деформиро­
ванную” сферическую систему с координатой у , 
которая отсчитывается в радиальном направле­
нии от (деформированной) поверхности капли, 
так что у = r - ( a  + С). Координатная поверх­
ность у  = 0 совпадает в любой момент времени с 
поверхностью капли. В такой системе коорди­
нат решение (в линейном приближении) имеет 
вид

= / ( 6)ехр[-(1 + i)y /S \/(y  + а),
( 6 ' )

Wq = g(0)exp[(l + i)y/b ']/(y + а),

а граничные условия на поверхности капли запи­
сываются не при г = я, а при у = 0. Существенно, 
что при этом указанное выше ограничение сни­
мается (подробнее о “деформированных” систе­
мах координат см. [8 |, |9|). Для функций cp, vp, i|/\ 
“медленно” меняющихся по /*, разумеется, нет 
необходимости применять такую систему коор­
динат; значения этих функций на поверхности 
капли берутся при г = а.

Далее, представляем выражения (6 ') в виде

со
wH = ехр[-(1 + i)y/S]/(y  + a j^C ,/d  Рп{ cos0)/</0,

f t -1

СО ( 7)

Wq = ехр[(1 + i)y /8 ’] /(y  + a )^D /JP n(cosQ)/dQ
П=\

(Сп и Dn — неизвестные константы), после чего с 
помощью второго уравнения в (4) и используя 
известные свойства полиномов Лежандра, полу­
чаем

wr = -5(1 -/)ехр[-(1 +i)y/8]/2(a + у)2 х
СС

x S c ««(/7 + 0 ^(cose),
п = \

w; = 5'(1 -  /)ехр[(1 + i)y /5 ’]/2(a + у)2 х
( 8)

со
X + !)/>„ (cos0).

/1=1

Осталось еще выразить через vp, у ',  v величины 
Р), р[, (1//?| + 1 //?2), входящие в первое граничное
условие (5). Из уравнения состояния р] = р,с2 и
уравнения неразрывности /сор, + pdiv\ = 0 (р, — 
возмущение плотности жидкости) следует, что 
возмущение давления зависит только от потенци­
альной составляющей звукового поля, то есть

р, = -р(ф + у), = - р > \ (9)

Затем, согласно [10],

J_ + _L = 2 _ 2 £ ____
R\ R2 a a2 tf2sin0d0\ 80/

sin0

и, очевидно, 4 = x^|r=<J- v ocos0 , где v0 -  скорость 
колебательного движения центра тяжести кап­
ли. Далее, дифференцируя указанное гранич­
ное условие по времени и отбрасывая малые 
слагаемые, содержащие г| и г]’ (пропорциональ­
ные (б/а )' и (б'/я)2), запишем это условие в виде

р(ф + у) = р 'ч > -Г 2 v ’r + ~ 1 д
sin 030

sin 0
50

\
• ( 10)

Используя формулы (1)-(3) и (7)—(10), получаем 
из граничных условий (5) систему уравнений для 
неизвестных Ат Вт Сп, Dn (п =  1, 2,...)- Решая эту 
систему, получаем после вычислений
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Ф(~|)Л+1 (ко)2"*' ц  - .LV© V ,  . , я1---l-1-i-------2р п +  1 со“[(2л, - 1)!!]2 2 \ч® +—<
1--------1 +  i(ka)2n+l(\ + Л„)/(л + 1)

где

<о1 _  Тп(п -  р(я + 2)СО
p° v l ^ + p

5[(2я + 1)!!]2(я + 1) ,
“  /  I---- \ 1

2/1+1

СЮ

при вычислениях использовались асимптотиче­
ские представления функций h„ и j„ [11]:

/ ( 2 и - 1 ) ! ! 1 г "  
г я+1 (2л + 1)!!’

) ' . W U = ( 2jl + |)„-

Кроме того, и числителях формул (11) при вычис­
лениях отбрасывались малые величины, пропор­
циональные 5 /а , а в мнимой части знаменателей
в (11) принималось со„/со = 1,так как при сколько- 
нибудь заметном отклонении частоты колебаний 
от резонансной мнимая часть в знаменателях ста­
новится пренебрежимо малой по сравнению с ве­
щественной частью, и должна быть отброшена.

Диссипация энергии происходит, как уже го­
ворилось, в пограничном слое и обусловлена со- 
леноидальной частью поля скорости жидкости. 
Согласно теореме о диссипации механической 
энергии 1101, применительно к нашему случаю, 
средняя по времени мощность диссипации на 
капле дается выражением

интегрирование производится по объему погра­
ничных слоев, угловые скобки означают усред­
нение по времени. Элемент объема d \  равен
-2na~dxdy (х  = cosG). Вычисление первого инте­
грала в ( 12) с помощью (7) и с учетом ортогональ­

ности полиномов Лежандра приводит после от­
брасывания малых к выражению

(звездочка обозначает комплексно-сопряженное 
число). Так же вычисляется и второй интеграл. 
Суммируя оба результата и учитывая связь между
Сп и Dn (11), получаем для средней мощности дис­
сипации энергии (или тепловыделения) на одной 
капле

ЛЁ.Л ' р ’
х

Iу  п = \

СпС*п(п + 1) 
2п +1

Эффективное сечение поглощения определяется 
как

«7 = Х а"’ с« = 2 ( ) „ / р с к 2Ф * Ф ;  (13')
П=I

а„ — сечение поглощения, приходящееся на от- 
дельную моду. Для первой моды (я = 1) получаем, 
используя (13) и ( 11)

\2ка2Щ \- р ' / р ) 2

Для любой другой моды (п > 2) в отсутствие резо­
нанса (со„/со 1) имеем также из (13) и ( 11)

<*/! =

2na(n  + \)kb{ka)b'~2{2n + \ ) ( \ - p / p f  ((5)

п[(ъ, + г ± 1р ./рД 1 + ^ -

Результаты (14) и (15) получены в несколько ином 
виде в 131. Сравнение их друге другом показывает, 
что о „/а, 1. Таким образом, в отсутствие резо-
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нанса “вязкое” поглощение звука обусловлено 
только первой модой, то есть поступательным ко­
лебательным движением капли как целого.

В случае резонанса п-й  моды (соя/со = 1, п > 2) 
из (13'), (13) и (11) имеем

4п(2п + 1)Л„
* 2 ( 1  +  л „ )2 ■

(16)

Максимум поглощения достигается при Л„ = 1, то 
есть

а птах=(2п + 1 )к /к \ (17)
Интересно сравнить значения поглощенной 
(диссипированной) и рассеянной (дифрагиро­
ванной) энергий в резонансе. Из (11) имеем для 
амплитуды потенциала рассеянного поля
(сОл/со = \Уп>  2)

_ Ф (-/)"+2(2я + 1)
1 + ЛП

Учитывая, что на больших расстояниях (кг >  1)
hn(kr) = in' lexp (-ikr)/kr , получаем для потенциала 
рассеянного поля

_  -i(2n  + l)Oexp(-/A:r)/^(cos6)
V’ “  (1 + Л ,)kr

Отсюда следует для дифференциального сечения 
рассеяния

_ (2я + l)2Pn2(cos9)^Q

(1 + Ад)2^ 2
(dQ — элемент телесного угла), а полное сечение 
рассеяния дается формулой

4л(2п +1) 
(1+ Л ,)2*2'

0 8 )

Если пренебречь влиянием вязкости (Л„ = 0), то 
(18) совпадает с известным результатом теории 
резонаторов [12]; таким образом, вязкость приво­
дит к уменьшению рассеяния звука каплей — ре­
зультат, который можно было ожидать. Если
Лл = 1, то Sn = (2/7 + 1 )п /к 2, что совпадает с а„тах 
(17). Таким образом, при максимально возмож­
ном поглощении звука каплей в поле плоской 
волны поглощенная энергия равна рассеянной 
энергии. Согласно принципу Бабине, равенство 
поглощенной и рассеянной энергий имеет место, 
когда тело, находящееся в поле плоской волны, 
полностью поглощает падающую на него энер­
гию (см. 1131). Поэтому можно сказать, что в дан­
ном случае диссипация энергии на капле такая 
же, как была бы при облучении звуком “черного”
диска площадью (2п + \)п /к 2, расположенного 
поперек распространяющейся волны.

Применим полученные выше результаты к 
случаю плоской волны в эмульсии. В среде с од­
нородной концентрацией одинаковых капел 
эмульсии в отсутствие взаимодействия межд 
каплями коэффициент поглощения волны р 
определяется выражением

РА.= За 3 
с 4а к 4а'к

а, +
со

п=2 У
(19)

где X -  длина волны звука, с -  относительный 
объем капель эмульсии. В отсутствие резонанса, в 
силу сказанного выше, вкладом деформацион­
ных мод (п > 2) в (19) можно пренебречь. В случае 
резонанса п-ой моды из (14), (16) и (19) следует

= 3 я 3( 1 -  РУр)~Ъ/а +( 1 + 2 р У р ) 2 1 + ] Л £
П Р

(2/7 + I )А,

( к а ) \ \+ Л л):

( 20)

Рассмотрим теперь затухание плоской волны, 
вызванное не только поглощением, но и рассея­
нием звука на каплях эмульсии; для этого нужно 
в формуле (19) к сечению поглощения а  приба­
вить сечение рассеяния S . Тогда вместо (20), учи­
тывая (16) и (18), получаем для коэффициента за­
тухания у (рассеянием первой моды, очевидно, 
можно пренебречь)

ух
г

2n +1
(ка)3 (1 + Л.)

• ( 21)

Формула (21) описывает затухание плоской вол­
ны, обусловленное (вязкостным) поглощением и 
рассеянием звука в эмульсии при резонансном 
возбуждении n-й (деформационной) моды у ка­
пель эмульсии (со„/со = 1, п > 2).

Рассмотрим подробнее резонансный вклад в 
затухание звука. Из (1 Г) следует (при сол/со = 1)

Л“|1/2
[(2я + 1)!!]2(я + I)

Л =
Г)С

П +  1 £

[2Т„!(„ -!) („  + 2)]1/!(* « Г ',![1 + (ЛР/Ч'Р')1' 2] ’

а = Тл(л-1)(д + 2)
рс?>(ка) п

р с2(ка)‘
V

со = п + 1
+

Тп(п  -  1)(/7 + 2)

е.
г 7(22)
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б
а

7т\ска\ п Р_
я +1 Р.

+
1/2

Т я(я-1 )(я  + 2)

Последние три формулы в (22) суть выражения 
для резонансных значений обозначенных вели­
чин как функций параметра ка. Видно, что А„ 
быстро растет с увеличением п. Для известных 
жидкостей (и газов) А„ всегда велико, поэтому 
резонансный вклад в затухание звука (второе сла­
гаемое в правой части (21)) пропорционален ве­
личине (ка)2п '12 (в цитированной выше работе |3| 
этот вклад оценивается как пропорциональный
ка)2'1, что, как видим, неверно). В то же время 

первое слагаемое в (21), обусловленное “обыч­
ным” поглощением звука, связанным с поступа­
тельным колебательным движением капли как
целого (первая мода), пропорционально (ка)' 2, 
как это видно из последней формулы в (22). Если 
компоненты эмульсии не слишком сильно разли­
чаются по своим свойствам, то второе слагаемое в 
(21) всегда пренебрежимо мало по сравнению с 
первым, но в других случаях оно может преобла­
дать. Например, если р '/ р - К Г 3 (для простоты 
считаем, что это воздушные пузырьки в воде) и 
п = 2 (квадрупольные колебания), из (22) следует, 
что отношение второго слагаемого в (21) к перво­
му слагаемому по порядку величины равно

ка х ю \  и если положить, например, ка = 10 2,
то резонансный вклад в затухание звука превос­
ходит “вязкий” вклад, связанный с первой мо­
дой, в десятки раз; при этом из (22) следует, что
а -  10 5 м, со = I06 рад/с, Ъ/а ~0.1 . Однако в этом 
случае “термический” вклад в затухание звука 
(нулевая мода) еще более существенно превосхо­
дит указанный “вязкий” вклад (см. начало ста­
тьи) и поэтому “ маскирует” резонансный эффект. 
Таким образом, резонансные капиллярные коле­
бания капель практически не влияют на затуха­
ние звука в эмульсиях. Это — довольно неожидан­
ный результат; теоретически ведь А„ (22) может 
принимать любые значения (при фиксированных 
резонансных значениях а и со), и если бы Л„ было

не очень большим, то резонансный вклад много­
кратно превосходил бы “обычное” поглощение, 
связанное с нулевой и первой модами. Но дей­
ствительные свойства известных жидкостей и га­
зов таковы, что Л„ всегда достаточно велико для 
того, чтобы резонансный эффект был незаметен 
на фоне “обычного” поглощения звука. Таким 
образом, капиллярные колебания капель (в том 
числе резонансные) не оказывают заметного вли­
яния на распространение звука в эмульсиях.
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