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Исследованы особенности распространения упругих волн конечной амплитуды в модели одномер­
ной гранулированной неконсолидированной среды. Для моделирования использовалась линейная 
цепочка из 80 стальных шаров диаметром 6.5 мм, предварительно нагруженная внешней статиче­
ской силой F. Проведен анализ упругих свойств модели, получены теоретические зависимости ко­
эффициентов упругости 2-го, 3-го, 4-го порядков от силы F. Описана экспериментальная установ­
ка. Приведены результаты исследований нелинейных эффектов при распространении акустиче­
ских волн в цепочке: генерации высших гармоник и образования волн комбинационных частот. В 
исследуемой цепочки шаров обнаружен структурный фазовый переход от одномерной 1-Д к дву­
мерной 2-Д структуре при изменении силы внешнего поджатия шаров F. Полученные результаты 
анализируются с использованием теории Герца для контактных взаимодействий.
Ключевые слова: неконсолидированные среды, контакт Герца, генерация гармоник, контактные вза­
имодействия, структурный фазовый переход, коэффициенты упругости второго, третьего и четвер­
того порядков.

изучалась в работах [5,6]. В работах [7, 8] исследова­
лись особенности взаимодействия акустических 
волн в трехмерной гранулированной неконсолиди­
рованной среде: генерация гармоник, релаксация, 
демодуляция амплитудно-модулированных про­
дольных и сдвиговых волн.

Хорошей моделью для исследования неконсо­
лидированной гранулированной среды может слу­
жить одномерная упаковка сферических гранул, 
теоретический анализ упругих свойств которых 
проводить относительно просто. Одной из первых 
работ, в которых было проведено моделирование 
структурно-неоднородной среды с использованием 
цепочки шаров, является работа [9]. В ней в длин­
новолновом приближении для подобных структур 
было выведено нелинейное волновое уравнение и 
проанализировано его решение в виде солитона. В 
дальнейшем, начиная с работ В.Ф. Нестеренко, бы­
ло выполнено значительное число эксперимен­
тальных и теоретических исследований одномер­
ных гранулированных сред, значительная часть ко­
торых посвящена изучению солитонов 110, 11].

В работе 1121 теоретически изучалось распро­
странение упругих волн в ансамбле зерен, погру­
женных в жидкость. Было показано, что в системе 
гранул наряду со структурной нелинейностью, обу­
словленной контактами границ зерен, при наличии 
колеблющейся жидкости возникает дополнитель­
ная инерционная нелинейность, вызванная уско­
ренным движением частиц. Экспериментальные

ВВЕДЕНИЕ

Исследование нелинейных эффектов, связан­
ных с наличием мезомасштабных неоднородностей 
в твердых телах, яаляется интересным и перспек­
тивным направлением развития акустики на сего­
дняшний день. Неоднородности существенно вли­
яют на упругие свойства материалов и приводят к 
появлению новых физических свойств, которые от­
сутствуют в однородных телах ]1, 2|. Особое поло­
жение среди структурно-неоднородных материалов 
занимают неконсолидированные гранулированные 
среды, которым постоянно уделяется большое вни­
мание, что связано с их интересными физическими 
свойствами и широким распространением в приро­
де [3]. Практический интерес для изучения и диа­
гностики вызывают трехмерные структуры, пред­
ставляющие собой естественные зернистые среды: 
песок, галька. В работе [4] в лабораторных условиях 
исследованы медленные акустические нелинейные 
процессы в гранулированных средах с гистерези­
сом. В качестве гранулированной среды использо­
валась гранитная крошка с размером гранул 1 —2 см. 
Для описания процесса распространения и взаимо­
действия гармонических волн конечной амплитуды 
в гранулированной среде с гистерезисом использо­
ван статистический подход. Для исследования фи­
зических свойств гранулированных сред также ис­
пользуются модельные среды, собранные из одина­
ковых упругих шаров. Генерация второй гармоники 
в модельной трехмерной гранулированной среде
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исследования дисперсии скорости упругих волн и ее 
зависимости от амплитуды волны водномерной це­
почке стальных шаров проведены в 113].

Однако несмотря на большое количество работ, 
посвященных распространению упругих волн в гра­
нулированных неконсолидированных средах, экс­
периментальному исследованию распространению 
упругих гармонических волн конечной амплитуды в 
одномерных структурах уделено недостаточно вни­
мания. Поэтому целью настоящей работы является 
исследование нелинейных физических явлений при 
распространении гармонических упругих волн ко­
нечной амплитуды в модели одномерной фанули- 
рованной неконсолидированной среды.

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ОДНОМЕРНОЙ 
ЦЕПОЧКИ ШАРОВ С НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

ГЕРЦА
Теоретическое описание упругих свойств некон­

солидированных фанулированных сред основыва­
ется на задаче о контактном взаимодействии отдель­
ных фанул, описываемом законом Герца 114, 15|. 
Взаимное сближение центров шаров И при прило­
жении к ним силы F равно:

Г 9 F 1 Г  
Об RE*2) ’

где R -  радиус шаров, Е  =  Е/(\ — v2) — приведен- 
ный модуль Юнга, Е — модуль Юнга, v — коэффи­
циент Пуассона материала шаров. Зависимость 
радиуса контакта шаров г от статической силы 
сжатия У7имеет вид

Зависимость силы /тот величины сближения цен­
тров шаров И определяется законом Герца:

F  = (3)

При отрицательных значениях разности смеще­
ний центров й0 шары расходятся, не деформиру­
ясь, и сила Сравняется нулю. При положитель­
ных значениях этой разности сила С зависит от 
нее как й3/2. С увеличением силы сжатия F  радиус 
контакта шаров г увеличивается (2) и нелиней­
ность в области контакта уменьшается.

Рассмотрим линейную цепочку одинаковых ша­
ров, нафуженную внешней статической силой F. 
Воспользовавшись (3), получим уравнение состоя­
ния для одномерной цепочки взаимодействующих 
шаров:

0 = £ =^  = 4 £ ( * f = 4 £ e* ,  (4)
S nR2 Зя \RI Зя

где £ =  (h/R) = (/г0 + h)/К  = So +  е_ — общая деформа- 
ция, £q, 8̂  — статическая и переменные деформации

в системе шаров. При этом всегда выполняется н* 
равенство > 8̂ .

Раскладывая (4) в ряд Тейлора при с =  80 и офа- 
ничиваясь членами, пропорциональными (гД3, по­
лучим уравнение состояния для цепочки в еле; 
щем виде:

а  = а (ео) + С28- + ” С,зе- 2 + “ -fQs~3 + ••• • (ЯJ •

ЗдесьС2 (ео) = = ”~ "(со)3/2 ’ ^  (г«) =
ео

. е (8о)«
71

, С4 (е0) - (3/2) — эф­

фективные коэффициенты упругости 2-го, 3-го, 
4-го порядков в одномерной цепочке шаров. При 
проведении эксперимента удобнее контроли) 
вать статическую силу F  Значения коэффициен­
тов упругости в уравнении (5), выраженные через 
статическую силу F , приложенную к цепочке, бу­
дут иметь вид:

с 2( 0  = ( ^ )  = —
\де/ я

2 Е* 3 F 1/3

AE*R
(6)

С Л П  = ,Э£2
Е* 3 F -0 /3 )

с»

С Л П  =

я \4E*R

Е* 3 F

(7)

-1

2я \4 E*R
( 8)

Полученные соотношения (6)—(8) справедливы 
для исследуемой системы шаров при упругой де­
формации в области контакта шаров. Проведенные 
оценки показывают, что деформации в области кон­
такта остаются упругими при силе F<  120 Н.

При экспериментальных исследованиях мы 
ограничились интервалом изменения внешней ста­
тической силы 0.3 < F < 6 Н, в котором герцевская 
нелинейность исследуемой цепочки максимальна. 
Зависимости эффек тивных коэффициентов упруго­
сти 2-го, 3-го, 4-го порядков в цепочке шаров, опре­
деляемых герцевской нелинейностью, от статиче­
ской силы F  в указанном интервале приведены на 
рис. 2. Как видно из рис. 2, коэффициент упругости 
2-го порядка С2 изменяется в пределах (0.2 — 1.2) х 
х Ю9 Па и увеличивается при увеличении приложен­
ной к цепочке силы пропорционально Я/3. Анало­
гичный коэффициент, определяемый упругостью 
кристаллической решетки, для различных марок 
сталей лежи т в пределах (2.5—2.7) х Юп Паи практи­
чески не зависит от внешней силы /то указан ном вы­
ше интервале ее изменений. Коэффициент упруго­
сти 3-го порядка С ? в цепочки шаров уменьшается с
8 х 1012 Па до 1 х 10,2Па пропорционально /*_,/3). 
Эти величины примерно на порядок больше коэф­
фициентов упругости 3-го порядка, определяемых
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Рис. 1. Взаимодействие.сферическихтел.

с 7, Па С2 - w  с3, Па С г - Г 1/3

Рис. 2. Зависимости эффективных коэффициентов упругости 2-го, 3-го, 4-го порядков, определяемых гериевской не­
линейностью, от статической силы F.

ангармонизмом кристаллической решетки. (В раз­
личных марках стали численные значения этого ко­
эффициента находятся в пределах (3-6) х 1011 Па 
117|). Коэффициент упругости 4-го порядка С4 при 
увеличении ^уменьшается по абсолютной величине 
с 2.5 х 1017 Па до 5 х 1016 Па пропорционально \/F. 
Как видно из приведенных оценок, коэффициен­
ты упругости 3-го и 4-го порядков в цепочке ша­
ров, определяемые гериевской нелинейностью, 
по крайней мере на порядок больше нелинейно­
сти обусловленной ангармонизмом кристалличе­
ской решетки. Поэтому в дальнейшем при анали­
зе нелинейных явлений в цепочке мы не будем 
учитывать последнюю нелинейность.

УПРУГИЕ ВОЛНЫ
В ОДНОМЕРНОЙ ЦЕПОЧКЕ ШАРОВ 

С НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ГЕРЦА

Для описания распространения упругих волн в 
неконсолидированной цепочке шаров в длинно­
волновом приближении, когда длина волны А. 2 Л, 
воспользуемся уравнением движения:

д2И _ да 
дГ дх

и уравнением состояния (5). В случае распростра­
нения волн малой амплитуды из решения систе-
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Рис. 3. Схема экспериментальной установки.

мы уравнений (5), (9) фазовая скорость упругих 
волн в цепочке определяется выражением:

— 2 \  1/67
6 Е*

Ч. R
F 1/6

( Ю )

м  ч лл3р0где р = — = -------— = - р п — погонная плотность
И/ (2 R)' 6 Р°

цепочки шаров, масса каждого Л/, объем W, р0 — 
плотность материала шаров. Следует отметить, 
что скорость распространения в рассматривае­
мой 1-Д неконсолидированной гранулированной 
структуре пропорциональна статической силе 
Я /6, как и в неконсолидированной гранулирован­
ной 3-Д структуре |3|.

В случае, когда радиус шаров Л сравним с длиной 
волны X, необходимо учитывать дискретный харак­
тер структуры. Учет дискретности структуры приве­
дет к дисперсии фазовой скорости упругих волн.
Выражение для фазовой скорости упругих волн Vph 
с учетом дисперсии будет иметь вид [ 13).

6 £ * 2Y/6 ( sin  (/с/<!) ~j =
kR

rD
p h

C l= тр

II а-

( П )
R
sin (kR) 

kR
где к = 2nf/Vph — волновой в ек то р ,/ — частота 
упругой волны. В случае распространения упру­
гих волн конечной амплитуды для длинноволно­
вого приближения при граничном условии при 
х  =  0 величина И(х =  0,/) =  yl,sincor и в приближе­
нии заданного поля без учета поглощения реше­
ние системы уравнений (5) и (9) известно [16, 17]:

h = Af sin (со/ - к х )  + Л2^п[2(со/ -  кх)] +
+ v43 sin [3(со/ -  кх)], 

где /4, — амплитуда основной волны, Л2 =
С3к2Л2 к2А2= — ------ х  =  N 2 ---- - х  — амплитуда второй гар-
С2 8 8

3 -3 к гл} х — амплитуда

( 12)

С к* А* £*3 J 3моники, л ,  = =
С, 24 24

третьей гармоники, Л/2=  С3/С 2, Л/3 =  С4/С 2 -  нели­
нейные параметры второго и третьего порядков

соответственно. Зависимости нелинейных пара­
метров второго и третьего порядков от приложен­
ной к цепочке силы /' определяются следующими 
выражениями:

(13)
С2 2 \ 4 E *R 2)

л д а  = £ =  2 (7 ^ 2) 4/3• (14)
С2 4\4 E * R 2J

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ

ИССЛЕДОВАНИЙ
Схема экспериментальной установки для ис­

следования нелинейных свойств цепочки спек­
тральным методом приведена на рис. 3. Одно­
мерная гранулированная неконсолидированная 
структура моделировалась цепочкой из 80 стальных 
шаров диаметром 2R = 6.5 мм, помещенных в тек­
столитовую трубку. Масса каждого шара составляла 
1.12 г, шероховатость поверхности шаров (среднее 
арифметическое отклонение профиля) /^р>апсл « 
~ 1 мкм. С торца трубы к цепочке прикладывалась 
сгатическая сила F. Максимально допустимая сила, 
при которой система остается в области упругих де­
формаций, равнялась F = 120 Н. При F = 120 Н 
сближение двух шаров А0тах =  5.93 мкм, уменьшение 
общей длины цепочки составляет A/max =  0.47 мм.

Для возбуждения продольных упругих волн ис­
пользовались две пары отдельных преобразовате­
лей, каждый из которых состоял из двух колец из 
пьезокерамики, расположенных на общем основа­
нии. Такая конструкция преобразователей позволя­
ла эффективно возбуждать в системе шаров одну 
упругую волну на одной частоте (преобразователи 
соединялись последовательно) или две независи­
мых упругих волны с различными частотами. Высо­
кочастотные сигналы с двухканального генератора 
Rigol D G 1022 после усиления в двухканальном уси­
лителе мощности Behringer Europower ЕР2500 пода­
вались на соответствующие излучающие преобра­
зователи. Прошедшая через цепочку шаров упругая 
волна регистрировалась широкополосным пьезо­
электрическим преобразователем, сигнал с которого
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F= 0.3 Н

F= 1.3 Н

F= 4.5 Н

Рис. 4. Форма сигнала и его спектр при различных значениях статической силы F.

усиливался и поступал для анализа на двухлучевои 
цифровой осциллограф HP 54810а и аналоговый 
анализатор спектра СК4-56. Исследования нели­
нейных свойств цепочки проводились спектрааь- 
ным методом, который заключается в измерении 
спектральных компонент акустической волны ко­
нечной амплитуды, прошедшей через исследуемый 
образец.

ИССЛЕДОВАНИЕ ГЕНЕРАЦИИ ВТОРОЙ 
И ТРЕТЬЕЙ УПРУГИХ ГАРМОНИК 
В НЕЛИНЕЙНОЙ ОДНОМЕРНОЙ 

НЕКОНСОЛИДИРОВАННОЙ СРЕДЕ

Исследовалась зависимость второй и третьей 
акустических гармоник от величины внешнего под­
жатая. Зависимость амплитуд гармоник от ампли­
туды основною сигнала нами не исследовалась, так 
как подобные измерения могли оказаться не совсем 
корректными. Это связано с сильной собственной 
нелинейностью пьезокерамических преобразовате­
лей и возможностью возбуждения ими паразитных 
гармоник. Так как исследуемая система шаров яв­
ляется дискретной, то фазовая скорость упругой 
волны в ней, как отмечалось выше (11), обладает 
дисперсией и это может привести к нарушению 
условий синхронизма при генерации гармоник [ 1 ]. 
В 1131 была исследована дисперсия скорости в ис­
следуемой системе шаров. В этой работе было по­
казано, что эта система аналогична фильтру низ­
ких частот с частотой отсечки/тах =  23 Л/6 кГц. При 
этом было установлено, что дисперсия фазовой 
скорости до частот, меньших 17 кГц, незначитель­
на. Поэтому все эксперименты проводились в ин­
тервале частот/< 17 кГц.

Для исследования особенностей генерации 
высших гармоник упругих волн на излучающий

преобразователь подавался непрерывный гармо­
нический сигнал постоянной амплитуды с частотой 
/ =  3 кГц. В спектре прошедшего сигнала кроме ос­
новной частоты 3 кГц регистрировались сигналы 
второй 2/= 6 кГц и третьей 3/= 9 кГц гармоник. Фор­
ма сигнала и его спектр при различных значениях 
силы F приведены на рис. 4. Из рис. 4 видно, что с 
увеличением силы F  уменьшается амплитуда вто­
рой и третьей гармоник относительно амплитуды 
основного сигнала, форма сигнала изменяется от 
близкой к пилообразной к синусоидальной. На­
блюдаемые изменения формы сигнала и его спек­
тра находятся в соответствии с теорией Герца: нели­
нейные эффекты максимальны в области малого 
поджатая и с увеличением внешней силы /'умень­
шаются (13), (14).

В ходе эксперимента были измерены зависимо­
сти амплитуды первых трех гармоник упругой вол­
ны от величины внешней силы F, которая изменя­
лась в пределах (0.3—6) Н, в котором, как следует из
(13), (14), коэффициенты упругости 2-3-го поряд­
ков максимальны (рис. 2). На рис. 5а, 56 изображе­
ны зависимости нормированных нелинейных пара- 
метров второго N2norm(F) и третьего NinoTm(F) поряд- 
ков, которые определялись по экспериментально 
измеренным амплитудам первых трех гармоник. 
(Все экспериментально определенные величины 
нормировались на их значения при F=  0.3 Н, при 
которых они были максимальны.)

Л^пОггЛ^) - М П / л ^ П
A2(F = 0 . 3 B) / a I ( F  = о . зн)  

"^2exp(f = 0.3Н)’
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Рис. 5. Зависимости от внешней силы /'нормированных нелинейных параметров: (а) второго порядка; (6) третьего по­
рядка.

Рис. 6. Схема цепочки шаров при приложении силы F: (а) до структурного фазового перехода; (б) после структурного 
фазового перехода.

Л'зпогт(^) =
M f ) / a ?(f )

A3{F = 0.3 H)/Af (F = 0.3 Н)
Л'зсхр (F)

( 1 6 )

N ^ p ( F  =  0 . 3  Н )

На рис. 5а, 56 также приведены теоретические ап­
проксимирующие зависимости: рассчитанные 
согласно (13), (14) значения нелинейных пара­
метров N2 и iV3, нормированные на их значения 
при силе внешнего поджатия F = 0.3 Н. При уве­
личении силы Fв интервале (1 —3) Н было обнару­
жено аномальное увеличение значений л Д л ,)2 и
у43/ ( у4,)3. Причина несоответствия эксперимен­
тальных и теоретических данных на этом участке,

по нашему мнению, заключается в следующем. 
Одномерную цепочку шаров можно рассматри­
вать как стержень при продольном сжатии. Зазор 
между шарами и трубой, в которую они были по­
мещены, по ее длине изменялся в пределах 0.1 —
0.5 мм. Также имелся небольшой разброс в разме­
рах самих шаров. Также как и стержень, данная 
цепочка шаров при продольном сжатии неустой­
чива по отношению к деформации изгиба (18]. 
Продольное сжатие цепочки шаров приводит к ее 
изгибу и, как следствие, выдавливанию одного 
или нескольких шаров за пределы основной це­
почки (рис. 6). Вследствие этого одномерная це­
почка шаров с 1 -Д структурой становится двумер­
ной 2-Д структурой, т.е. в системе шаров происхо­
дит структурный фазовый переход. Это приводит
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к следующему. Выдавливаемые шары упираются 
в верхнюю поверхность трубы, создавая дополни­
тельное давление на шары, оставшиеся в нижней 
части системы. При выдавливании шара за преде­
лы основной цепочки под действием внешней си­
лы /'(ш ар #, рис. 6), на этот шар действует сила /V 
со стороны трубы, равная N' = 2/7tga -  mg, где a  -  
угол, образованный прямой, соединяющей цен­
тры шаров Л и В, и осью трубы. При массе шариков 
1.12 г зазор между шариком и трубой d = 0.1 мм, 
сила /V =  (0.06/'— 0.01/) Н. Сила взаимодействия 
между шарами А и В равна N , = / ’/co sа .  Таким 
образом, центральный выдавленный шар В взаи­
модействует по закону Герца не только с ближай­
шими шарами Л и С, но и с верхней стенкой тру­
бы. Аналогично сила взаимодействия шаров Л и С 
с нижней стенкой трубы увеличивается. Это при­
водит к увеличению числа герцевских контактов 
и, как следствие, к увеличению нелинейности в 
системе [19, 20].

Кроме появления дополнительных контактов 
Герца при выдавливании шаров происходит умень­
шение длины цепочки. В случае выдавливания од­
ного шара уменьшение равно:

А/ = /, L = 4R 1 - J 1 - сГ
4 R /

(17)

Если зазор между шаром и трубой составляет
0.1 мм, то уменьшение длины всей цепочки, А/ = 
= 1.5 мкм, что приводит к уменьшению эффек­
тивного поджатая шаров и, как следствие, к уве­
личению упругой нелинейности системы шаров.

Таким образом, при структурном фазовом пере­
ходе одномерной цепочки шаров из 1 -Д структуры в 
двумерную 2-Д структуру происходит увеличение 
общего числа контактов Герца и уменьшение длины 
цепочки. Оба эти механизма, вызванные структур­
ным фазовым переходом, приводят к аномальному 
увеличению герцевской нелинейности и, как след­
ствие, к аномальному поведению упругих нелиней­
ных параметров. При уменьшении силы /'наблюда­
ется хорошее совпадение нормированных экспери­
ментальных зависимостей нелинейных параметров 
второго и третьего порядков от силы внешнего ста­
тического поджатая с аппроксимирующими кри­
выми. Несовпадение этих зависимостей при силе 
/'<  1 Н объясняется незначительным трением ша­
ров о стенки трубы (рис. 5).

КОЛЛ И НЕАРНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 
УПРУГИХ ВОЛН В ОДНОМЕРНОЙ 

Н ЕКОНСОЛ ИДИ РОВАН НОЙ 
ГРАНУЛИРОВАННОЙ СРЕДЕ

Были проведены экспериментальные исследо­
вания взаимодействия двух гармонических волн 
конечной амплитуды в модели одномерной не­
консолидированной гранулированной среды. 
Схема эксперимента была следующей. На излуча­

А  =  20 V

А = 13 V

А = 1 V

Рис. 7. Спектр прошедшего сигнала, основные часто­
ты / |  = 4 кГц и /2 = 13 кГц, комбинационные частоты 
Уз = 9 кГц и Д  =  17 кГц в зависимости от амплитуды 
сигнала с генератора на частоте 13 кГц.

ющие пьезоэлектрические преобразователи по­
давались два непрерывных синусоидальных сиг­
нала с частотами/  =  4 кГц и /2=  13 кГц (рис. 7), ко­
торые возбуждали на входе системы две упругие 
волны. Частоты взаимодействующих волн выби­
рались из следующих соображений: а) в спектре 
взаимодействующих волн должны отсутствовать 
частоты, совпадающие с комбинационными ча­
стотами; б) значения комбинационных частот 
должны быть меньше частоты отсечки в системе 
шаров, которая в условиях нашего эксперимента 
равнялась -20.5 кГц. Сигнал с приемного преоб­
разователя измерялся с помощью анализатора 
спектра СК4-56 и осциллографа HP 54810а. 
Внешняя статическая сила, осуществляющая 
поджатия шаров, в ходе эксперимента оставалась 
постоянной и равнялась F=  0.5 Н, при этом вели­
чина герцевской нелинейности значительно пре­
вышает нелинейность, определяемую энгармо­
низмом кристаллической решетки (рис. 2).

В спектре сигнала, соответствующего про­
шедшим через систему шаров упругих волн, на 
экране анализатора спектра и осциллографа по­
мимо несущих частот/, =  4 кГц и / 2 =  13 кГц на­
блюдались сигналы на комбинационных часто­
т а х /  =9 кГц и /4 = 17 кГц (рис. 8). Также в спектре 
наблюдался сигнал второй гармоники одной из 
несущих частот 2/, =  8 кГц. Сигнал на второй гар­
моники от волны с частой/2=  13 кГц не наблю­
дался, так как частота 2/2 =  26 кГц была больше 
частоты отсечки системы. Экспериментально 
исследовалась зависимость сигналов комбина­
ционных частот от амплитуды одного несущего 
сигнала, при фиксированной амплитуде второго.
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Рис. 8. Амплитуды комбинационных частот/ = 9 кГц и /4 = 17 кГц в зависимости от амплитуды: (а) сигнала с частотой 
/i  = 4 кГц при постоянной амплитуде сигнала с частотой/ = 13 кГц; (б) сигнала с частотой/ = 13 кГц при постоянной ам­
плитуде сигнала с частотой/  =  4 кГц.

При увеличении амплитуды одной из взаимодей­
ствующих волн при фиксированной амплитуде дру­
гой, амплитуда сигналов на комбинационных часто­
тах линейно увеличивалась. На рис. 8 представлены 
зависимости амплитуд упругих волн на комбинаци­
онных частотах/ = 9 кГц и/  = 17 кГц в зависимости 
от амплитуды упругой волны с частотой 13 кГц при 
неизменной амплитуде волны с частотой 4 кГц, и в 
зависимости от амплитуды упругой волны с часто­
той 4 кГц при неизменной амплитуде волны с часто­
той 13 кГц.

Известно [21,22], что, при распространении двух 
упругих волн в нелинейной среде в ней образуются 
упругие волны на комбинационных частотах, ам­
плитуды которых рассчитываются следующим об­
разом:

Р(<*\ ±®2) = 7 7 г (с°1 ±<о2) />(<0|)/>(<о2), (18)4V р

где N — нелинейный параметр, d — длина области 
взаимодействия упругих волн, V — скорость звука 
в среде, со, =  2л/,, со2 =  2л/2, Дсо,), Р(со2) -  частоты 
и амплитуды взаимодействующих упругих волн.

Из рис. 8 видно, что зависимость амплитуды 
упругих волн на комбинационных частотах от ам­
плитуды взаимодействующих волн является линей­
ной. Кроме того, амплитуда волн на сумарной ча­
стоте/ = /, + /  =  17 кГц больше амплитуды волны на 
разностной частоте/  = /  — /  = 9 кГц приблизитель­
но в 17/9 раз, что находится в хорошем согласии с 
зависимостью (18).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проанализированы упругие свойства модели од­

номерной гранулированной неконсолидированной 
среды, которая моделируется цепочкой одинаковых 
стальных шаров, предварительно поджатая внеш­
ней статической силой F. Анализ упругих свойств 
цепочки проводился на основе теории контактного 
взаимодействия Герца. Получено уравнение состоя­
ния для цепочки с учетом членов, пропорциональ­
ных (еД3. Определены зависимости коэффициен­
тов упругости 2-го, 3-го, 4-го порядков в цепочке 
шаров, выраженные через геометрические размеры 
шаров и их упругие свойства, в зависимости от 
внешней силы F. Показано, что в диапазоне давле­
ний (0.3—6) Н упругая нелинейность исследуемой 
среды, связанная с контактом Герца, больше чем на 
порядок превышает упругую нелинейность, опреде­
ляемую ангармонизмом кристаллической решетки 
материала, из которого изготовлены шары (сталь). 
Экспериментально исследованы особенности гене­
рации второй и третьей гармоник в одномерной гра­
нулированной неконсолидированной среде в зави­
симости от величины внешнего статического под- 
жатия. Результаты эксперимента находятся в 
согласии с теоретическими оценками. В исследуе­
мой модели обнаружен структурный фазовый пере­
ход от одномерной 1 -Д к двумерной 2-Д структуре 
при увеличении силы поджатия шаров в интервале 
(1—3) Н, сопровождающийся аномальным увеличе­
нием упругой нелинейности системы. Объяснено 
аномальное поведение нелинейности. Исследовано 
взаимодействие двух упругих волн частоты /  и / .  
Помимо генерации высших гармоник взаимодей­
ствующих волн С2/1, 3/,) наблюдалась генерация 
упругих волн на комбинационных частотах/=/, + / .
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Результаты эксперимента находятся в соответствии 
с теоретическим анализом. Проведенные экспери­
менты позволяют сделать вывод, что исследованная 
в работе структура является системой, упругие 
свойства которой можно изменять более чем на по­
рядок.

Работа выполнена в Центре коллективного 
пользования физического факультета МГУ им. 
М.В. Ломоносова по нелинейной акустической ди­
агностике и неразрушающему контролю при под­
держке гранта Президента Российской Федерации 
№ НШ-4590.2010.2 и гранта РФФИ № 11-02- 
00277-а.
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