
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 20/2, том 58, №  I, с. 49-56

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ  
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН

УДК 534.26

ТО ЧН О Е Р Е Ш Е Н И Е  У Р А В Н ЕН И Я  ГЕЛ ЬМ ГО Л ЬЦ А  
Д Л Я КВАЗИГАУССОВСКОГО П У Ч К А  В ВИ Д Е С У П ЕРП О ЗИ Ц И И  

Д ВУХ И С ТО ЧН И КО В И  С ТО КО В С КО М П Л ЕКС Н Ы М И  КО О РДИНАТАМ И
©  2012 г. О. А. Сапожников12

1Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет, кафедра акустики
Россия, 119991 Москва, Ленинские горы

2Центр промышленного и медицинского ультразвука, Лаборатория прикладной физики, 
университет шт. Вашингтон, Сиэтл, шт. Вашингтон, 98105, США

E-mail: oleg@acs366.phys.msu.ru 
Поступила в редакцию 05.07.11 г.

Предложено точное решение уравнения Гельмгольца, описывающее квазигауссовский пучок про­
извольной ширимы. Решение является суперпозицией источников и стоков с комплексными коор­
динатами. Показано, что в таком пучке всегда отсутствует компонента, распространяющаяся про­
тив основного направления, а при превышении диаметром перетяжки пучка длины волны пучок яв­
ляется направленным и в широком смысле: относительно плоскости перетяжки пучка выполняется 
условие излучения. Для исследованного пучка найдены выражения для углового спектра и дня ко­
эффициентов разложения по сферическим гармоникам.

Ключевые слова: квази гауссовские пучки, точные решения уравнения Гельмгольца.

ВВЕДЕНИЕ

Волновые пучки с гауссовской поперечной 
структурой интенсивности (гауссовские пучки) 
являются важным объектом волновой физики; 
наибольшее применение они нашли в оптике, где 
соответствующее решение представляют нулевую 
поперечную моду лазерных резонаторов (1]. Бла­
годаря своим простым свойствам гауссовские пуч­
ки часто используются при теоретическом анали­
зе воли иной природы, например акустических 
|2|. Гауссовские пучки возникают в теории как ре­
шение параболического уравнения теории ди­
фракции, которое описывают истинное поле 
лишь в параксиальном приближении. В приложе­
ниях, где используются сильно фокусированные 
поля, такой подход становится неточным и возни­
кает потребность в простых решениях в виде пуч­
ков, удовлетворяющих уже не параболическому 
уравнению, а уравнению Гельмгольца:

Д р  +  А Г р  =  0, ( 1 )

где р — комплексная амплитуда акустического 
давления, к = со/с -  волновое число, с -  скорость 
звука. В работах [3, 4] было показано, что имеется 
точное решение уравнения (1), которое вблизи 
оси представляет почти гауссовский пучок. Реше­
ние имеет вид поля точечного источника, в кото­
ром аксиальная координата источника является

чисто мнимой 151. В общем случае поле точечного 
источника имеет вид:

ikR
Р =

Ае
R

(2)

Здесь предполагается зависимость от времени ви­
да р ~ , А — произвольная константа, R =

= ^ ( х - х 0 ) 2 + 0 '- > ’о)2 + { z -  Zof -  расстояние до 
источника, (х0, у0, Zo) -  координаты источника.
Если выбрать х0 =  у 0 = 0, а = izti, где zd -  дей­
ствительная константа с размерностью длины, то 
в области при R Ф 0 формула (2) представит точное 
решение уравнения Гельмгольца. Обозначим

Гх = V х 1 + у 2. Тогда решение (2) принимает вид:

р = А
ikyjP+iz-izjY

( 3)
T l  + (г -  ‘zdf

Оно переходит в гауссовский пучок, если г < 

< yjz2 + z] . Действительно, при этом

я = №  + (z ~ ‘Zd) 2  = ±(z -  iz„) J1 +
(z-izA

« ± ( z - i z d) + —- ^

( 4 )

2 {z-iZd)_
Отметим, что формально оба знака перед квадрат­
ным корнем допустимы, т.е. дают точное решение
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уравнения ( 1), но для обеспечения односторонне­
го распространения волны следует выбрать нуж­
ный знак. Считая волну распространяющейся 
слева направо, выберем верхний знак и запишем 
решение (3) приближенно в виде

Р * ехр
Z - I Z d

= А>
I + / z jzd

2 ( z - i Z a )

eikz exp l/o
1+ i z/Zdj

(5)

где po = iAekz*lzd . a = - J iz jk . Решение (5) есть не 
что иное, как гауссовский пучок с исходной ампли­
тудой волны на оси р0 и поперечным радиусом а. 
Введенная ранее длина Zj выражается через а как

Zd = к о ’ / 2  (6)
и имеет смысл длины дифракционной расходи­
мости пучка.

Казалось бы, решение (3) обобщает паракси­
альный гауссовский пучок (5) на общий случай и 
поэтому может использоваться для описания пуч­
ков с произвольной расходимостью. Однако это 
не так. Решение (3) обладает особенностью, дела­
ющей его неприменимым для строгого описания 
свободно распространяющихся пучков. Прежде
всего, следует отметить, что в точке (г, г ,) = (0,^ )  
имеется сингулярность/? —>со. При этом в (2) R —> 
—>0, т.е. соответствующим уравнением является 
не однородное уравнение Гельмгольца (1), а урав­
нение с источником в правой части. Более по­
дробный анализ показывает, что решение (3), ко­
торое в приосевой области имеет вид направлен­
ного гауссовского пучка, требует введения разреза 
вдоль линии (z = 0, r± > zd), чтобы гарантировать

выбор нужной ветви функции yjr[ + ( z - i z d ) 2 | 6, 
7|, т.е. волна фактически пропускается через круг­
лое отверстие радиуса zd в экране, расположенном 
при z = 0. Пучок можно считать свободно распро­
страняющимся лишь при условии, что диаметр от­
верстия намного превышает диаметр пучка, т.е. 
особенность находится далеко от оси: Z d >  о .  С 
учетом (6) это требование эквивалентно Ля >  2, т.е. 
диаметр пучка должен намного превышать длину 
волны. Но в этих условиях выполняется паракси­
альное приближение, т.е. точное решение (3) не 
дает никакого выигрыша по сравнению с прибли­
женным решением (5).

Чтобы устранить указанный дефект решения (3), 
в работе 181 было предложено добавить к точечно­

му источнику равный по силе и противополож­
ный по знаку сток:

р = Л х

ехр ik-jrl + ( z - i z df  -exp^-ikyjrl  + ( z - i z d)2

Vril + {z~ iz d ) 4 

sin yjrl + ( z - i z d)

(7)

+ ( z - i z dY
Эта функция уже не имеет особенностей и по­

этому больше подходит для описания свободно 
распространяющегося пучка |6,9 |. Некоторым его 
недостатком по сравнению с полем (3) является 
наличие встречных волн, которые исчезают лишь
в широкоапертурном приближении kzd ^  1.

КВАЗИ ГАУССОВСКИМ ПУЧОК 
КАК СУПЕРПОЗИЦИЯ ПОЛЕЙ ДВУХ 

КОМПЛЕКСНЫХ ИСТОЧНИКОВ и  с т о к о в

Целью настоящей работы является описание 
более физичного точного решения уравнения 
Гельмгольца для квази гауссовского пучка. В каче­
стве такого решения предлагается использовать 
следующее:

Р = Ро Zd
2sh (kzd)

ted
sin j k J r l+ iz - iZ j ) 2)

•jrl + ( z - i z d)2

-  e
s\n[ky]rl +{z + izd)' 

■Jrl +(z  + izdf

(8)

Как нетрудно видеть, формула (8) является супер­
позицией четырех решений вида (3) — двух пар 
“ источник—сток". Множитель перед скобкой по­
добран так, чтобы р  =  р{) при (г ,г  ) = (0,0). Важно 
отметить, что входящие в эту формулу функции

sin R±/R±, где Л, = y]r?{ +(z + / ^ ) 2, не имеют осо­
бенностей и точек ветвления, т.е. решение (8) ли­
шено недостатков представления (3). В отличие 
от ранее предложенного решения (7), в формуле (8) 
имеется вторая пара “источник—сток", которая 
обеспечивает отсутствие волны, распространяю­
щейся в строго встречном направлении —г (см.
ниже). Отметим, что при kzd = (ka)2/ 2 > \  все 
три представления (3), (7) и (8) переходят в реше­
ние (5) для гауссовского пучка. Различия прояв­
ляются лишь при ка < ~ \. Однако именно этот 
диапазон представляет интерес при описании 
сильно фокусированных (или сильно расходя­
щихся) пучков. Решение (8) в этом смысле кажет­
ся наиболее привлекательным.
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ка = I ка = 2 ка = 3 ка = 5

Рис. 1. Мгновенное распределение акустического давления в квази гауссовском пучке при одинаковом радиусе пере­
тяжки а% но различных значениях параметра ка (он указан над изображениями). Комплексная амплитуда волны опи­
сывается формулой (8). Ось z направлена слева направо. Градации серого изменяются линейно в диапазоне ±0.2 от ам­
плитуды давления в центре перетяжки.

На рис. 1 показано распределение полного аку­
стического давления p(z.rLj )  = (ре~,м1 + р*е'"', у 2  в
момент времени / =  0 (т.е. Re/?) для различных зна­
чений параметра ка. При таком представлении 
видна геометрия волновых фронтов и соотноше­
ние характерных масштабов в пучке (длины вол­
ны и радиуса перетяжки). Как видно, при ка =  1 
структура волны мало напоминает направленный 
пучок. Однако уже при ка = 2 направленность яв­
но выражена, хотя при этом диаметр перетяжки 
составляет менее длины волны. С ростом ка рас­
ходимость пучка уменьшается.

У решения (8) все же имеется определенный 
недостаток: строго говоря, оно не удовлетворяет 
условию распространения всей волны слева на­
право, т.е. условию излучения (аналогичная осо­
бенность имеется и в решении (7)). Действитель­
но, рассмотрим формулу (8) на больших расстоя­
ниях. Перейдем к сферической системе
координат г± = rsinO, z = rcosG. Тогда Л,|г >г ->
-> г + izd cos0, что дает:

/ i -юо “  А>
id

2/sh (kzd)

_________ e4*sh[A^j(l +cos0)]------- sh[A:^(l -c o s
(9)

r r
Если нормировать амплитуды сходящейся и рас­
ходящейся волн на амплитуду расходящейся вол­
ны при 0 = 0, то получим следующие диафаммы
направленности для волн р(* \ 0) -  еикг /г:

D±(e) = ^ ( g )  = sh[ ^ 0 ± c o s 9 ) ]
/ £ '  (0) sh(2A^)

Эти зависимости показаны на рис. 2 для различ­
ных значений ка. При z > 0  ( 0  < 0  < 9 0 ° )  /)+ (0) пре­
вышает А _ ( 0 ) ,  а при z <  0  ( 9 0 °  <  0 <  1 8 0 ° )  соотно­
шение обратное. Этим обеспечивается направ­
ленность пучка. Вдоль направления оси пучка

Д+(л) = />_(0) = 0, т.е. встречная волна отсутствует. 
Таким образом, направленность вблизи оси пучка 
в рамках решения (8) гарантируется при любом ка.

Строго говоря, волновое иоле можно считать 
направленным пучком лишь в том случае, когда 
при z < 0 для всех направлений имеется только
приходящая из бесконечности волна вида е” /г , а
при z > 0 — только уходящая волна вида е‘кг/ г . Как 
видно, при ка < 3 это условие не выполняется; 
имеется паразитная встречная волна. Физическая 
причина этого понятна: если рассматривать пучок 
как излучение источника, имеющего форму сфе­
рической чаши большого размера, то для дости­
жения малого значения перетяжки пучка я прихо­
дится увеличивать угол раскрыва источника (т.е. 
глубину чаши) вплоть до полного охвата точки 
фокусировки.

С ростом ка уже при ка > 3 направленность 
устанавливается: паразитная встречная волна 
практически спадает до нуля. При этом /), (0) име-

Полярный угол 0 (град)

Рис. 2. Диаграмма направленности расходящихся и 
сходящихся составляющих решения (8) для различ­
ных значений параметра ка.
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w_/w.

Рис. 3. Отношение мощностей встречной и попутной 
составляющей в пучке в зависимости от параметра к а .

ет колоколообразный (т.е. почти гауссовский) вид. 
Отметим, что значение ка ~ 3, начиная с которого 
паразитная встречная волна пренебрежимо мала, 
соответствует радиусу пучка а « А/2, т.е. при этом 
перетяжка пучка близка к дифракционному пре­
делу. Таким образом, решение (8) представляет на­
правленный пучок вплоть до диаметра перетяжки, 
равного длине волны.

Относительный вклад паразитной волны мож­
но характеризовать отношением ее мощности к 
мощности основной волны. Рассмотрим для опре­
деленности область z  > 0. Тогда, согласно (9), в 
дальней зоне интенсивности основной и паразит­

ной волн составляют /., _2-1 г—
1

2р с

А
PoZd

ч2sh (kzd)
X

sh2 \kid (1 + cos0)] p. u/x ---- t ---------'J. Полные мощности волн W±
г

i f1/2
= 2 nr  I 1 1  sin Qd0 оказываются следующими:

W+ = 7W Po
X

32pcsh4(kzd)
sh (4kzd) -  sh (2kzd) -  2 kzd'
sh(2 kzd) - 2 kzd 

Отношение мощностей, следовательно, равно:

X ( 11)

W_ _ $h(2kzd) - 2 k z d (12)
W+ sh (4kzd) -  sh (lkzd) -  2kzd

На рис. 3 приведен график зависимости W_jW+
от волнового размера перетяжки ка = yj2kZd• Вид­
но, что доля паразитной мощности заметна лишь 
при ка < 2. При ка = 2 доля паразитной мощности 
составляет около 1.5%, а при ка > 3 уже менее 
0.01% .

Свойства пучка можно анализировать также на 
основе распределения скорости и давления в пе­
ретяжке пучка, т.е. при £ =  0. Комплексная ампли­
туда аксиальной компоненты колебательной ско­

рости выражается из уравнения движения: v z =

= ——  где р -  плотность среды. Согласно ре-
ikpcdz

шению (8), имеем:

И,=0 -  Ро
kz. sh Zd — Г1

sh (*««<) kyjzd -  rl

= Po
kz, sin 2 2 

>*1 ~ Z d

(13)

v
Z\?=Q

sb(kzd) Ц г 1  -  z] 

fi, ch (kzd) (kzdf
pcsh2(*Zrf

X
2 2 

Z d ~ n

X

sh 2 2 Zd~r±

W 2 2zd - r L
- c h

(kzdy
2 2 

rL ~Zd

sin

{k-Jtd —

d  -  z]

1
_ Po ch (te rf) :; 

pcsh2(kzd) ( 14)

kyj 2 2 
r±  ~ z d

-co s 2
r±

2
Z d

)

Здесь представлены две возможные формы записи, 
первая из которых удобна при r± < zd> а вторая -
при r± > Zd- Видно, что и акустическое давление, и 
аксиальная компонента скорости описываются 
действительными функциями, т.е. плоскость z = 0  
совпадает с плоскостью фазового фронта. Акусти­
ческая мощность W, проходящая через сечение z = 
=  0, равна интегралу по площади сечения от интен­

сивности / = Re(pvM /2. С учетом (13) и (14) полу­
чим:

jV na2P;,ch(kzd) 
4рс sh(kzd)

Из формул (11) и (15) следует:

(15)

IV = W+-  (16)
как и должно быть в силу закона сохранения 
энергии.

Насколько оправданно называть пучок, опи­
сываемый формулой (8), квазигауссовским пуч­
ком? Ответ на этот вопрос дает рис. 4, на котором 
приведено поперечное распределение амплитуды 
волны в перетяжке пучка (z =  0) и на расстоянии, 
равном длине дифракции (z = zd)• Как видно, если 
при ка =  3 небольшое отклонение отточной гаус- 
соиды еще заметно, то при больших ка профиль 
пучка едва отличим от гауссовского.

Как уже отмечалось выше, при ка<  3 пучок те­
ряет свойство направленности. В пределе ка 0 
представление (8) превращается в следующее:

Р\ка<\ Ро<
sin кг 

кг
+ /COS0 sin£r coskr

■) кг
(17)
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т.е. волновое поле представляет собой суперпози­
цию монопольной и дипольной стоячих волн. Ди­
польная составляющая задает волне некоторую 
направленность, но не является достаточной для 
устранения эффекта стоячести. Заметим, что опи­
сываемая формулой (17) структура волны не зави­
сит от величины а. Характерный размер перетяж­
ки, как видно, имеет порядок длины волны, т.е. 
определяется дифракционным пределом.

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПУЧКА В ВИДЕ 
СУПЕРПОЗИЦИИ ПЛОСКИХ ВОЛН

При расчетах иногда удобно описывать пучок с 
помощью разложения решения по плоским вол­
нам. Любое решение уравнения Гельмгольца (1) 
представимо в виде суперпозиции плоских волн 
разных направлений:

2  тс тс

р(т) = Jrf(pjrf0 sin 0П (0,(р)е'кг, (18)
о о

где величина П (0,ф) характеризует амплитуду вол­
ны с волновым вектором к ,  направление которого 
характеризуется углами 0 и ф сферической систе­
мы координат: k  = £ (sin0 cos(p, sin Osin (р, со$0). 
Если радиус-вектор точки наблюдения также за­
дать в сферической системе координат г =
= r(s in 0ocoscpo,s in 0osin(p(),cos0o), то, вычисляя 
интеграл в пределе г —» сю методом стационарной 
фазы, получим связь П(0,ср) с поведением волны 
на больших расстояниях:

/>М><p)L=o =
_  ̂ П(0,ф)е -  П(л -  0,(р + п ) е ~ ,кг (19)

Z , J L  .
ikr

Сравнивая это выражение с асимптотикой (9), 
получим:

п(а,ф) = +  cos8)] = o (cOSe). <20)
4п sh (kzd)

В силу аксиальной симметрии функция П(0,ф) =
= G(cos0) оказалась независящей от полярного 
угла. Поэтому интеграл по ф в формуле (18) дает 
функцию Бесселя, и указанное разложение пере­
ходит в следующее:

p{r±,z) = 27iJ^0sin0G(cos0)/o(Arj sin0)e'*2COsG.
о

Рассмотрим также представление поля через 
угловой спектр, задаваемый в плоскости z = 0. По­
скольку относительно указанной плоскости име­
ются пучки двух направлений — распространяю­
щиеся вправо и влево — то разложение в угловой 
спектр имеет две составляющие:
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\р\/Ро

Рис. 4. Поперечное распределение амплитуды аку­
стического давления для различных к а  на расстояни­
ях z  = 0 и z  =  Zj.

СО

р Ш  = “  J |> .  + К
о

X
(22)

х Л>(*±Г±)М*±>
где F+ (kL) и F_ (А±) — спектральные амплитуды для 
попутною и встречного пучков. Для нахождения 
указанных амплитуд перепишем формулу (21), 
разбивая интервал интегрирования на два и вводя
переменную интегрирования к± = к sin 0:

л!к 2 - k j ) jz-Jk^kl 
крМ  = т \ с

+ G
{

F ^ k l
о
■\

/
+

(23)

/

Ja {k±r±)ki.dk.
■Jk2 - к 2

1
Сравнивая (22) и (23), получим:

*±(*л  =
2 п 2 С  ± 1.

Д - к 2 / ,  2
к\ ^ к (24)

0, к± > к
При к± > к  обе амплитуды F+(k±) и F_(k±) тожде­
ственно обращаются в нуль, т.е. неоднородные 
(затухающие) компоненты спектра отсутствуют, 
как и должно быть в силу отсутствия источников в 
плоскости z  = 0- В частности, для исследуемого
квази гауссовского пучка при 0 < к± < к

F± ( * , ) = _ № sh \̂ zd î k ± yjk2 - k 2

sh 2 (kzd) -jk 2 - k l
(25)

Отметим, что поскольку = (/Ape) 1 dpjdz, уг­
ловые спектры аксиальной компоненты колеба-
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ка = 50

0 10 20 30 40
Номер сферичекой гармоники п

50

Рис. 5. Нормированные амплитуды сферических гармоник#,, (показаны кружками) в зависимости от их номера п  при 
различных ка .

тельной скорости получаются из спектров давле­
ния F±(k | ) умножением на ±у]к2 -  к 2у/{крс). Зави­
симости спектральных амплитуд скорости для 
встречной и попутной волн F±(k±) в диапазоне 
0 < к у < к повторяют показанные на рис. 2 графи­
ки для D± (0) в диапазоне 0 < 0 < 90°. Поэтому при 
ка>  3 вкладом встречной волны в угловой спектр 
можно пренебречь.

s i n [ W ^ W
+ {z + izd)2 (28)

cc
= k 'E i1"  + 1) pn (cos 0) j„ (kr )j„ (±izd)■

n = 0

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПУЧКА 
В ВИДЕ СУПЕРПОЗИЦИИ 

СФЕРИЧЕСКИХ ГАРМОНИК

Наряду с рассмотренным выше разложением 
пучка (8) по плоским волнам разных направле­
ний, в ряде задач полезным может оказаться пред­
ставление исследуемого пучка в виде разложения 
по сферическим гармоникам. Для нахождения со- 
ответст ву ю ще го п ре дета вл е н и я вое п ол ьзуе м с я 
теоремой сложения для функций Бесселя 110]:

Сферическая функция Бесселя чисто мнимого ар­
гумента выражается через функцию Инфельда дей­
ствительного положительного аргумента: j n (ix) =

= i nJn/2x/„+,/2 (х), j„ (-ix) = ( - l ) n+l i"-fn/b:/n+[/ 2 (*)• 
С учетом этого приходим к искомому представле­
нию квазигауссовского пучка (8) в виде разложе­
ния по сферическим гармоникам:

СО

Р = PoY,in(2n + ])Sn(kzd)j„(kr)Pn(cosQ), (29)
п=О

где использованы следующее обозначения:
аэ

я-0 * ̂

*̂ л+1/2 (%)Л|+1/2 (?) , (26) S* (■*) =
_ ! - ( - !  J V 2*

где W = + q2 -  2^qcos0 и предполагается, что
все переменные, вообще говоря, комплексны, а 
знак перед корнем выбирается таким, чтобы при 
с, -а 0 корень был положительным. При записи че­
рез сферические функции Бесселя j n (х) = ^п/2х  х 

х Jn+i/2 {x) получим:

о -2 х *
М. (30)

Чп{х) = е~х-&nxln+x/2 (x). (31)
Заметим, что ряд (29) всюду сходится. Функции 

И нфельда пол у целого аргумента выражаются че­
рез показательную функцию [10]. В частности, для
низших индексов функции qn(x) имеем: <;0(s) =
=  \ - е

- 2  z

sin W 
W

СО

= Е ( 2« + 1)/>Лсо8 0 )уД Ш < ;)- (27)
п=0

Пусть £, = kr, q = ikzd• Тогда можно записать:

, q,(z) = 1 - z  1 +е 2z(\ + z ')■ Остальные 
функции могут быть выражены на основе рекур­
рентной формулы (z ) = (z)(2 n -  1 ) /z  +
+ i(z)- Однако этот алгоритм с ростом п не­
устойчив, поэтому при численных расчетах удоб-
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нес использовать обратный рекуррентный алго­
ритм (г) = q„ (z)(2 n + 1 ) /z  + qn+l (z).

Зависимость относительных амплитуд гармо­
ник g„ от их номера для различных значений ка 
приведена на рис. 5. Коэффициенты gn уменьша­
ются с ростом номера я, спадая отg0 = 1 практиче­
ски до нуля при п > 5ка. Это означает, что при ка ~ 
-  I в разложении (29) достаточно иметь относитель­
но небольшое количество членов ряда, что удобно 
при проведении расчетов. Для широких пучков 
(ка > 1) с учетом асимптотики 1 „+\/2 ( х > п )  ~
«  ех/ V2тех при х  =  kid —> сю получаем gn (kzd) —> 1, 

как и должно быть в случае плоской волны [10].
Рассмотрим поведение решение в виде ряда (29) 

в пределе ка —> 0. Для этого используем, что при 
малых значениях аргумента функция Инфельда 
выражается следующим образом: / v(x ) |^ fl -»

-> (x/2)v/ r ( v +  1), где Г(...) — гамма-функция [10]. 
Отсюда следует, что qn (х) |^ 0 -э  2хя+1/[1 х 3 х 5 х ... х 
х (2п + 1)]. Поэтому, согласно (30), g0(0) =  1, g,(0) =
= 1/6 , gn >2 (0) =  0, т.е. в пределе к а —> 0 ряд (29) со­
держит лишь два члена и, как и должно быть, пре­
вращается в выражение (17).

Полезно также исследовать поведение ряда (29) 
в дальнем поле. Заметим, что поскольку коэффи­
циенты ряда (2п + 1 )gn{kZd) стремятся к нулю при 
п  ->  оо, то ряд фактически содержит конечное чис­
ло членов (см. рис. 5). Эго означает, что при г —> сю, 
для всех входящих в ряд функций Бесселя j„(kr) 
можно считать кг п, что позволяет использо­
вать асимптотику 
вательно,

h  ( х )  ~  R e
(-/)"+l eix~\/x. Следо-

Р\г—КО
со

= ы Х {2п + - ( - О ' ^ Л с о в е )
• (32)

п=0

Сравнивая получившуюся формулу с выражени­
ем (19), получим связь амплитуд плоских волн 
П ( 0 , с р )  = C(cos0) в разложении (18) с коэффици­
ентами gn в разложении по сферическим гармо­
никам (29):

<7 (cos 0) = f j ^ ( 2 n  + l)g„P„(cose). (33)
/7=0

Поскольку эта связь получена без использования 
явного вида#,,, то она справедлива для аксиально­
симметричного пучка произвольного вида. Поль­
зуясь свойством ортогональности полиномов Ле­

жандра ^  Рп(х) Pl {x)dx = 28nl/(2n+  1), обратим
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(33), т.е. выразим коэффициенты gn через функ­
цию направленности С (cos 9):

1
gn = ^ \G { x ) P n{x)dx. (34)

Например, если G(cosO) задать в виде (20), то 
коэффициенты gn будут определяться выражени­
ями (30)—(31). В этом нетрудно убедиться, ис­

пользуя табличный интеграл £ e~bxPn(x)dx  =

= (- l )n yjbi/bx 1п+]/2(Ь)[\\].
Аналогичным образом можно сконструировать 

и другие пучки. В частности, для класса направ­
ленных пучков функция G(x) = 0 при —1 < х < 0.
При этом F_(kx) = 0, т.е. все возможные плоские 
волны распространяются вправо и описываются 
угловым спектром волн F+(k±). Используя соот­
ношение (24), получим выражение для связи ко­
эффициентов разложения по сферическим гармо­
никам (29) gn с угловым спектром F+ (&±):

2 1

8п = ъ ^  j F+ (kyF~*~2) р» (x ) xdx- <35>

Представление (29) с коэффициентами (35) 
может быть удобным при решении ряда задач, на­
пример при анализе рассеяния на сферически 
симметричных объектах 112|.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенное в данной работе точное реше­

ние уравнения Гельмгольца (8) описывает квази- 
гауссовские пучки, диаметр перетяжки которых 
может быть сравнимым с длиной волны. Решение 
является суперпозицией двух точечных источни­
ков и двух точечных стоков с комплексными ко­
ординатами. Показано, что в таком пучке всегда 
отсутствует компонента, распространяющаяся 
против основного направления, а при превыше­
нии диаметром перетяжки пучка длины волны пу­
чок является направленным и в широком смысле: 
доля мощности паразитной встречной волны ста­
новится пренебрежимо малой. Для исследованно­
го пучка найдены выражения для углового спек­
тра и дчя коэффициентов разложения по сфери­
ческим гармоникам.

Работа поддержана грантами РФФИ №№ 11- 
02-01189 и NIH DK043881.
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