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Разработана серия аналитических расчетных моделей для прогноза шума в салоне самолета. Это ор-
тотропная модель, модель с дискретными шпангоутами, модель с дискретными стрингерами, мо­
дель из изолированных ячеек, модель с перекрестной системой дискретных ребер. Аналитическое 
решение строится на основе метода пространственных гармонических разложений. Колебания 
представляются в виде двойных тригонометрических рядов. Строгая периодичность позволяет раз­
бить ряды на большое число независимых групп, что позволяет эффективно производить расчет для 
больших фрагментов фюзеляжа во всем диапазоне частот как ддя детерминированных, так и для 
случайных полей внешних сил.

Ключевые слова: шум в салоне, цилиндрическая оболочка, подкрепленная оболочка, метод про­
странственных гармонических разложений, турбулентный пограничный слой.

ВВЕДЕНИЕ

Существующие методы расчета колебаний 
оболочки фюзеляжа и звукового поля в ней, такие 
как метод конечных элементов, статистический 
энергетический метод, по-прежнему не позволя­
ют проводить адекватный расчет во всей области 
звуковых частот. Наибольшую трудность при рас­
смотрении вибро-акустической задачи о возбужде­
нии системы оболочка фюзеляжа — слои звукоизо­
лирующей конструкции (ЗК) — воздушный объем 
представляет расчет колебаний ортогонально под­
крепленной оболочки. Значительную площадь 
бортовой конструкции возможно трактовать как 
состоящую из однородных фрагментов с регуляр­
ной системой ребер жесткости (стрингеров и 
шпангоутов). Ршулярность структуры подкреп­
ленной оболочки позволяет использовать анали­
тические подходы при решении задачи о ее коле­
баниях. Колебаниям регулярно подкрепленных 
оболочек, пластин и балок посвящено большое 
число работ, которые отчасти отражены в обзорах 
11 —31 и в работах |4—81. В работе авторов [9| метод 
пространственных гармонических разложений 
применен для ортогонально подкрепленной обо­
лочки и обобщен на случай взаимосвязанных ко­
лебаний всех трех компонент смещений оболоч­
ки и четырех компонент смещений ребер, 
включая угол поворота. В работе 1101 авторами 
метод обобщен на случай стохастических колеба­
ний и применен для расчета звукового ноля внут­
ри замкнутой цилиндрической оболочки под дей­

ствием ноля пристеночных пульсаций давления 
турбулентного пограничного слоя.

В зависимости от частоты возбуждения, а так­
же от пространственных характеристик возбуж­
дающего поля давления, подкрепленная оболоч­
ка ведет себя по-разному. В одних случаях ребра и 
оболочка колеблются как единое целое и можно 
использовать упрощенную ортотропную модель, 
в других случаях необходимо рассматривать ребра 
как дискретные элементы.

В данной работе рассматривается серия из трех 
аналитических моделей (рис. 1, 2): ортотроп пой, 
с размазанными стрингерами и шпангоутами
(00); модели с дискретными шпангоутами и раз­
мазанными стрингерами (10); наиболее точной и 
сложной модели с дискретными стрингерами и 
шпангоутами (II). Здесь в условном номере моде­
ли цифра 0 означает “размазывание'’, а 1 — дис­
кретность, первая цифра — шпангоуты, вторая — 
стрингеры.

Используемый метод пространственных гар­
монических разложений основан на разложении 
колебаний подкрепленной оболочки в двойной 
тригонометрический ряд по собственным фор­
мам колебаний неподкрспленной оболочки. Ко­
лебания отдельных ребер раскладываются в оди­
нарный тригонометрический ряд. Ограниченная 
оболочка рассматривается как часть бесконеч­
ной. Для этого на торцах принимается условие, 
что она свободного опирается на оставленные 
“половинки" шпангоутов. В соответствии с тео­
ремой Блоха—Флоке для периодических структур
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Обшивка

Рис. 1. Регулярно подкрепленная ограниченная цилиндрическая оболочка (модель 11).

Шпангоуты

Рис. 2. Ортотропная модель 00 (а), модель с дискретными шпангоутами 10 (6).

формы колебаний разбиваются на большое число 
независимо возбуждаемых групп. В каждой груп­
пе форм задача сводится к определению относи­
тельно небольшого числа обобщенных реакций 
ребер. Колебательная скорость конструкции 
определяется непосредственно, без решения за­
дачи на собственные значения. Ike это позволяет 
эффективно проводить расчет для больших фраг­
ментов исследуемой конструкции практически 
во всем звуковом диапазоне частот. Для получе­
ния точного аналитического решения акустиче­
ской задачи рассматривается замкнутая цилин­
дрическая оболочка. Звуковые колебания раскла­
дываются по объемным функциям Бесселя, 
амплитуды которых определяются из условия ра­
венства нормальных скоростей объема с оболоч­
кой или панелью интерьера. Для простоты реше­

ния используется условие акустически мягких 
торцов объема.

Описанная в данной работе серия аналитиче­
ских моделей каркасированной оболочки позво­
ляет проводить расчет детерминированных и слу­
чайных колебаний оболочки, а также звукового 
ноля внутри нее в широкой полосе частот, на ко­
торых еще справедливы соотношения теории 
тонкой оболочки.

РАСЧЕТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Решение для всех грех моделей подкреплен­
ной оболочки рассмотрено в работах |9, 10|. В 
данной статье не приводятся громоздкие строгие 
выкладки. Задачей ставится объяснение хода ре­
шения и физический смысл конечного выраже-
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ния. Поэтому для упрощения и соотношениях ис­
пользуется модель бесконечной подкрепленной 
оболочки вместо ограниченной оболочки, а вме­
сто трех компонент смещения оставлена един­
ственная нормальная компонента. Разложение 
для простоты проведено но экспоненциальным 
функциям, а не но синусам и косинусам.

В основе всех методов решения задач о колеба­
ниях периодических структур лежит использова­
ние теорем Блоха—Флоке. Теорема Блоха гласит, 
что собственные колебания периодических 
структур, к которым относятся как кристалличе­
ские решетки в задачах физики твердого тела, так 
и рассматриваемая здесь регулярно подкреплен­
ная оболочка, всегда представимы в виде произ­
ведения гармонической функции на периодиче­
скую. Для бесконечной периодической структу­
ры собственное решение выглядит в виде \\tpk =

=  е “кгирк( г ) ,  ырк( г  + R ) =  ирк( г ), где R — любой из век­
торов решетки, волновой вектор к определяет фа­
зовые константы а  =  k xd x,  р =  к /1 уч а р  — номер ре­
шения с такими фазами. Колебания соседних 
ячеек для собственной волны отличаются на эти 
фазы. Теорема Флоке делает подобное утвержде­
ние, относящееся к  произвольной линейной си­
стеме дифференциальных уравнений с периоди­
ческими коэффициентами. Следствие этих тео­
рем состоит в возможности разбиения функций 
при разложении колебаний в двойной тригоно­
метрический ряд на большое число независимо 
возбуждаемых групп функций (форм колебаний). 
Действительно, периодическую функцию ирк все­
гда можно разложить в бесконечный ряд по гар­
моническим функциям с тем же периодом, следо­
вательно, собственное решение \\/рк — в ряд по 
функциям с теми же фазовыми константами.

При разложении колебаний в ряд по гармони­
ческим формам колебаний свя занными оказыва­
ются только формы с одинаковыми фазовыми 
константами. Таким образом, все формы можно 
разбить на независимые группы форм, число ко­
торых равно числу возможных пар фазовых кон­
стант. Нормальные смещения оболочки можно 
представить в виде двойного ряда:

И а, у) =
и Р

СО X
II И'иЦпт eX p/(A umA- + кр„у)

я=-<ю л!=-сю ( I )

к т, = (а + 2тim)/dx , кП„ = (р + 2nn ) /d , .
Здесь/;, т  — индексы в группе. Аналогичным об- 
разом раскладываются внешние силы </, а также

силы реакций от ребер (стрингеров^5 и шпангоу­
тов q R)\

Я - я *  - V  =
= ZZ X 2 (а*.-е«

а Р \п —ао т--ао
Рлл»

х expi(kamx  + крпу) .

Здесь Q aty,m — обобщенные внешние силы,

(?арл*Р О а р л т  ~  о б о б щ е н н ы е  р е Э К Ц И И  р е б е р ,  

рассматриваемые здесь как распределенные по 
поверхности силы.

Далее отдельно для каждой группы форм ре­
шается задача относительно неизвестных обоб­
щенных амплитуд смешения W {l^nm. В этом и со­
стоит суть метода пространственных гармониче­
ских разложений. Амплитуды можно определять 
непосредственно, без решения задачи на соб­
ственные моды и частоты колебаний. Для каждой 
формы колебаний оболочки, являющейся ее соб­
ственной модой, считаем известным образ упруго 
инерционного оператора, связывающий обоб­
щенные силы и смещения:

К ц\\пп}^a\\nm Qabnm ~  Q u Р л т  ~  Q u рлт'
Образ зависит от теории, применяемой для обо­
лочки. Условимся далее называть его просто 
жесткостью моды, а обратную к нему величину — 
податливостью. В расчетах применялись матрич­
ные соотношения согласно теории оболочки 
Гольденвейзера—Новожилова.

Предполагается, что ребра взаимодействуют с 
оболочкой по линиям. Смещения ребер и дей­
ствующие на них силы раскладываются по ((юр- 
мам e x p ( i a p R +  ik n^ y ) , exp(/P/rv +  i k max), непрерыв­
ным вдоль ребер и дискретным в поперечном на­
правлении:

и> \ р \ у )  =
и р

l a p
е

Л --с ю

X  н'вфаехр1(к1фу)

q R( p R,y )  =  d x
a |t

е‘"р X  GR\’>ncxPi(k^y)

w ' W )  =
а р

л--<ю
со

/
\ (4)

<IV
X  ^«э*ехр/(*,«,*)

q '\x ,p s) = dY

Я—«
ас

to*
а р

е‘"Р X < & - “ P«*~*>
Л—*>

Здесь /А  p s -  номера ребер, -  обобщен­
ные смещения сразу всех шпангоутов и всех стрин-
герои. QapniQaflm — обобщенные силы, действующие
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на ребра. Они имеют несколько иной физический
смысл, чем Qatnm’Qafinm в выражении (2). Формы 
колебаний для ребер в точности совпадают (для 
бесконечных систем) вдоль линий ребер с форма­
ми, по которым раскладываются колебания обо­
лочки, действительно, cx\)(ik{Wp Rdx) =  схр(/а/?*), 
exp(ik fjrsdy) = exp(/(V*). Для каждою отдельною 
ребра эти формы совпадают с их собсп*еииыми 
модами.

Обобщенные смещения и силы для ребер свя­
заны образами операторов, зависящими ог ис­
пользуемой для них теории:

О С .  =  Oa(U. =  <?«V- (5 )
Обобщенные силы и жесткости для ребер делятся 
на шаг их расстановки d x ,  d v, чтобы эти силы име­
ли гу же размерность, что и силы для оболочки. 
Поскольку формы оболочки вдоль ребер полно­
стью совпадают с формами ребер, то обобщенные 
смещения ребер есть суммы обобщенных смеще­
ний оболочки с теми же гремя индексами по чет­
вертому индексу:

= X "W W.sa j im \ \ n r r r (6)
т

Для связи обобщенных сил, действующих на 
ребра, с обобщенными силами реакций ребер, 
действующими на оболочку, нужно переразло- 
жить силы с форм ребер на формы оболочки. 
Представим последовательность дельта-функций 
в виде тригонометрического ряда:

^ Х » " * * *  -  pxdx) = ^ e x p ( / ( a  + 2nm)x/dx). (7)
Р, т

Формула (7) следует из известной формулы сум­
мирования Пуассона. Аналогично выглядит вы­
ражение для оси у. Из этих равенств следует, что 
обобщенные реакции ребер, действующие на 
оболочку, равны между собой и равны обобщен­
ной силе, действующей на ребра:

Qu\\nm = Qa$M* Qu\\nm = Q„\\m• (в)
Перепишем замкнутую систему уравнений (3), 

(5), (6), (8) в виде:
K.JV._={Qnm- Q « - Q l ) ,

п т  п т

Qn = ^ Х * ' -  Q i =
(9)

П
Здесь и далее рассматривается одна группа и фа­
зовые константы a ,  р в индексах опускаются. При 
желании систему (9) можно переписать относи­
тельно одних обобщенных смещений оболочки:

к лтк т + *;х yynnt+ **х w* „ = <?«»■ <1 о)
n f  /I*

Если ограничиться /1тах и /лтах формами колеба­
ний в группе, то получится лтах х /ятах неизвест­
ных обобщенных смещений. Можно напрямую 
разрешить систему уравнений (10) относительно 
обобщенных смещений, однако при большом

числе мод обращение получаемой матрицы мо­
жет быть затруднительно. Кроме того, динамиче­
ские жесткости, т.е. элементы этой матрицы, для 
хорошо возбуждаемых мод на порядки меньше 
жесткостей плохо возбуждаемых мод, что в про­
цессе обращения матрицы дает значительную 
ошибку. Намного эффективнее вначале опреде­
лить л1ШХ + ттах обобщенных реакций ребер.

Подставим первое равенство в (9) во второе и 
третье и получим систему уравнений относитель­
но одних обобщенных реакций ребер:

yfQn = X  -  X  ynn.Qn -  X
m m m

УшОш = X -Z - Z со
n n

Ynm = I/ Knm • Yn = \/  K* , Y* = \/K *. 

Ее можно переписать в матричном виде:

Г А „„ ви/ о Г w M” 0л
С п

у ' - ' п т  т т  / 0  s w v

А = 5 .
n r f  п п

Y r - У  Y1 П /  .4п т  

т

m m '  т т ' ^ -1  У,п т

п  У

( 12)

В  п т  т п  ^ п т »

Кп = Z Wol = X YnmQ,
т п

Здесь жирным шрифтом обозначены матрицы и 
векторы, а обычным — их элементы. Это матрич­
ное уравнение легко разрешается, если учесть, 
что подматрицы A, D являются диагональными. 
Подстановка обобщенных реакций ребер в (9) да­
ет искомые смещения оболочки.

При решении стохастической задачи о коле­
баниях оболочки под действием случайных по­
лей сил решение в виде (12) применить напря­
мую не получается. Для того, чтобы связать вза­
имные спектры обобщенных смещений

s  ("'«pп Л * . ^ )  с взаимными спектра­

ми внешних сил 5 0pM)a.p w  = (о а„ли(2*pVjrf). запи-

шем связь обобщенных смещений оболочки с обоб­
щенными внешними силами в явном виде. Разре­
шим уравнение (12) для реакций ребер, подставим 
их в выражение (9) и запишем искомую связь для 
одной фуппы форм, используя 4-мерную матрицу 
взаимных податливостей:
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W _ ,  =  Y K , ,
тп  nmn'nt

х п'т ' Q
m V *

in*У = УтпЬ .8 . -  +п т п т  тп  nrt mnt тп  nrt

+ C +C  + 0 ^ (13)

Л 1"' B inv А в
nrt пт' _ nrt пт'

с ‘"  D 1"’ ,
тп  т т

С . I )  ,
т п  т т

Здесь и далее используется запись произведения 
многомерных матриц: слева от знака х перечис­
ляются общие индексы, справа — индексы, по ко­
торым осуществляется суммирование.

Объединив матрицы взаимных податливостей
всех групп в 6-мерную матрицу Y*(UWm,, можно за­
писать выражение для взаимных спектров смеще­
ний в виде:

Sw
‘ aB w m x'B W m ' . ,  (

(14)y.R ap W S Q a'P' «"V'yi*
upnm/i'W oprfV 'a 'pW  a’pVWV/ii»*

Расчет значительно упрощается, если взаимные 
спектры обобщенных сил малы по сравнению с 
собственными и ими можно пренебречь. В дан­
ной работе определяется только средний по объе­
му уровень звука. Для его определения нужно 
определять только собственные спектры обоб­
щенных смешений. В этом случае расчет спек­
тров обобщенных смещений и давлений прово­
дится отдельно для каждой группы следующим 
образом:

Sw = |vR
п т  I nmrtnt SL>  Va-P- (15)

Здесь матрица податливостей берется по модулю 
и возводится в квадрат поэлементно. Подставив 
иод знак поэлементного квадрата сумму (13) и 
раскрыв скобки, можно получить выражение, в 
котором на каждом шаге используются только 
двумерные матрицы 110|.

Для оболочки, подкрепленной только в одном 
направлении, получаются более простые соотно­
шения для одной группы, определяемой фазой a 
и индексом //. Система уравнений для обобщен­
ных смещений и реакций выглядит как:

И'„ = Y:S (Q „ -Q *), QR = K KY ,W m.
т (16)

4.У
т

Здесь Ym -  податливость мод оболочки с “ разма­
занными”  стрингерами. Уравнение относительно 
одних обобщенных смещений принимает вид:

K mW m + *  = Q m. (17)

Реакция ребер, одинаковая для всей группы, 
определяется из равентсва:

( | 8 )

\  т  У т

Решение для обобщенных смещений выглядит 
таким образом:

Для ортотропной оболочки “ размазываем”  и 
стрингеры и шпангоуты

к *  = C v,* a m, r;StR s (к*  + к*я + к?) \  (2 0)

Точное аналитическое решение для расчета 
акустического поля внутри оболочки удается сде­
латьтолько в случае колебаний замкнутой цилин­
дрической оболочки. Пусть торцы ограниченной 
оболочки являются акустически мягкими. Вве­
дем диссипацию в объеме с помощью комплекс­
ной скорости звука. Звуковые давления цилин­
дрического воздушного объема можно предста­
вить в виде разложения по объемным функциям 
Бесселя Уя, удовлетворяющим уравнению Гельм­
гольца:

pix.y.r)
О) ГО

= + p M x,y ) ) j» j r ) / jnm,
i=0 п=0 (21)

чСт =sm(A„,.x)(sin,cosHA:n.V),

•7„m = -/„(Ц пА j nm = J n(VmRa)< Mm = <o f /c *  -  k ,

Здесь P^M — обобщенные давления в объеме, m = 
=  {а , / г ; } ,  n =  i p ,  77} — глобальные индексы ограни­
ченной оболочки, с  =  с*о(I +  /г|) — комплексная 
скорость звука, г  — радиальное расстояние, R tl — 
радиус объема, который может быть меньше ра­
диуса оболочки за счет толщины звукоизолирую­
щих слоев. Поверхностные формы колебаний 
давления совпадают с нормальной компонентой 
глобальных форм колебаний оболочки. Каждая 
форма колебаний оболочки вызывает колебание 
своей единственной акустической формы. Обоб­
щенный импеданс внутренней среды Х ‘ппт для 
каждой формы определяется соотношением:

J'mm = d J лт/ d R „ . (22)
Прохождение звуковых колебаний через зву­

коизолирующие слои описываются в рамках ги­
потезы локального реагирования матрицей Л :х2, 
связывающей скорости и давления на границе 
объема Рпт% У2ши и под обшивкой Р 1яш9 У1пт:

a d  U . J '
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Некоторые параметры системы, используемые при расчете

Параметры оболочки Параметры сечения ребер
Радиус, R, м 1.3 Стрингер
Длина, Lx, м 3.6 Площадь, м2 7.725 х Ю"5
Длина пролета, dx, м 0.45 Главный момент, м4 5.35 х Ю-9
Ширина ячейки, dy, м 0.145 Шпангоут
Число ячеек, Nx х Ny 8x38 Площадь, м2 1.5 х Ю~4
Модуль Юнга, Н/м2 7.1 х Ю10 Главный момент, м4 1.46 х Ю~7
Толщина обшивки, м 0.0012 Параметры ТПС
Коэффициент Пуассона 0.33 Число Маха, М 0.84
Тангенс потерь 0.03 Высота полета, //, м 11000
Коэффи циент поглощен ия 0.3 Расстояние от носа самолета, X, м 10
Плотность, р, кг/м3 2750 Внутренняя и внешняя среды

Скорость звука, с, м/с 343
Плотность воздуха, р, кг/м3 1.2

Дополнительная жесткость Кпт лля форм, вы­
званная реакцией внутренней среды и слоев, бу­
дет определяться как:

к  ,п  -  и .л  Q l~ ^
* l n m  -

ш
DID + а12 (24)

Z m
т п  +  а П

Колебательные скорости панели интерьера и обо­
лочки связаны как:

Г„т = СптК|1Ш„ Cnm -  (a2iz ;m + ап у  . (25)
Дополнительная жесткость для форм, вызван­

ная реакцией внешней среды можно определить 
по приближенному выражению для бесконечной 
оболочки:

= -ы рои,соиХ и' Н/(дН/дК), H = H ? \q R ),
I------------  (26)

q = vk 0 - k x , k0 = co/c .
Здесь H  — функция Ханкеля второго рода. К про­
дольному волновому числу можно добавить кор­
ректирующую мнимую часть (kx = кх -  ia/  
о ~ 1). Для учета реакции сред на колебания оболоч­
ки добавим к жесткости оболочки Ктп жесткости 
объема со слоями и жесткости внешней средой:

(27)
Если нормальные смещения оболочки IV™ для 

синусоидальных и косинусоидальных в окружном 
направлении форм определены, то можно полу­
чить обобщенные давления на границе объема:

K L  = к та + к  1  + k 'Z

'  nm L nm' '  nmr’ '-nm
/оoZ in

(28)
Z  m ,

nm "E Q\ |

Прохождение звука в объем будем характери­
зовать снижением уровня звука (NR), получае­
мым осреднением квадрата звукового давления 
по объему:

Af/J(co) = - 1 0 1 g ( 5 L ( a ) y ^ » ,

{ р р ,)= а̂ nm

С + \P L \ \ s .
J  2  
nm

s J 2  -l'nra

Здесь Smn — максимальная спектральная плот­
ность внешних сил. Для расчета уровней шума в 
оболочке, возбуждаемой случайными полями 
сил, вначале определяются собственные спектры 
смещений оболочки. Затем спектры смещений 
домножаются на квадраты соответствующих мо­
дам коэффициентов (28):

!2- ^ е = c z 2s2 ‘, v  о , В. (30)

Г , , ,|2 , [1, п *■ 0= J V-M г*. = 2, „ = о

(29)

IКЯ

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА
Проиллюстрируем расчет на примере фрагмен­

та фюзеляжа небольшого пассажирского самолета, 
параметры которого приведены в таблице.

На рис. 3 показан пример расчета снижения 
уровня звука в салоне без звукоизолирующих 
слоев при возбуждении обшивки фюзеляжа пуль­
сациями давления турбулентного пограничного 
слоя. Спектральные плотности обобщенных сил 
получаются из частотно-волнового спектра, 
определяемого в соответствии с расчетной моде­
лью, изложенной в работах |11, 12). Видно, что 
для данного типа возбуждения и для данной кон­
струкции до частоты 250 Гц расчет по всем трем 
моделям не отличается, т.е. оболочка ведет себя 
как ортотропиая. Начиная с частоты 450 Гц точ­
ная модель дает значительно больший уровень 
шума в салоне. В данном случае оказалось, что
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Рис. 3. Снижение уровня звука в оболочке под действием пульсаций турбулентного пограничного слоя для трех моде­
лей подкрепленной оболочки.

модель с дискретными шпангоутами слабо отли­
чается от ортотропной модели.

В этой серии рассматривались еще две модели: 
модель, состоящая из изолированных свободно 
опирающихся на неподвижные ребра ячеек, и мо­
дель, состоящая из изолированных пролетов с 
дискретными стрингерами. Здесь они не пред­
ставлены из-за ограниченности объема статьи.

Таким образом, создана серия аналитических 
моделей ортогонально подкрепленной оболочки, 
которая может быть использована для прогноза 
шума в салоне самолета. Модели могут быть ис­
пользованы в широкой полосе частот как для де­
терминированных, так и для случайных полей на­
грузки. Пример расчета иллюстрирует необходи­
мость учета дискретности всех ребер для полей с 
малыми характерными масштабами корреляции, 
такими как, например, поля пульсаций давления 
турбулентного пограничного слоя.
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