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В работе приведены уравнении общей прикдадной-двумерной теории динамики микроподярных 
упругих тонких ободочек с независимыми полями перемещений и вращений, при которой полно­
стью учтены все вращательно-сдвиговые и родственные им деформации. На основе этой обшей тео­
рии изучены задачи о свободных и вынужденных колебаниях микроподярных упругих тонких ци­
линдрических оболочек. На основе численного анализа выявлены особенности динамического по­
ведения оболочек из микрополярного упругого материала.

Ктчевыеcjioea: микрополярно-упругий, оболочка, тонкий, динамическая теория, свободные и вы­
нужденные колебания.
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ВВЕДЕНИЕ

Внутренняя структура тела при ее деформиро­
вании на макроскопическом масштабном уровне 
(феноменологический подход) можно описать на 
основе микрополярной (несимметричной, мо- 
ментной) теории упругости. С этой точки зрения, 
принимая во внимание также современные се­
рьезные приложения в микро- и наномеханике, 
акгуально построение общих теорий статики и ди­
намики микроподярных упругих тонких стерж­
ней, пластин и оболочек 11 —10 и др.|. Современ­
ный обзор работ в этом направлении выполнен в 
работе 1111.

Основная проблема теории статики и динами­
ки микроподярных стержней или пластин и обо­
лочек заключается в приближенном, но адекват­
ном сведении двумерной или трехмерной задачи 
микрополярной теории упругости к обшей одно­
мерной или двумерной задаче.

Исторически большую известность завоевал 
метод гипотез построения теории упругих тонких 
стержней, пластин и оболочек. Суть метода за­
ключается в принятии различных предположе­
ний относительно характера распределения пере­
мещений или напряжений по толщине стержня, 
пластинки и оболочки. Наглядность допущений 
физического характера (имеем ввиду гипотезы 
Бернулли для стержней, гипотезы Кирхгофа для 
пластин и гипотезы Кирхгофа—Лява для оболо­
чек, либо уточненные гипотезы Тимошенко для

этих тонких тел и др.), относительная простота 
формулировки основных уравнений привели к 
тому, что большинство конкретных прикладных 
задач как статического, так и динамического ха­
рактера для тонких стержней, пластин и оболочек 
решались именно по теориям, построенным на 
основе метода гипотез.

Следует отметить, что из-за сложности про­
блемы выбор подходящих гипотез для построе­
ния общих прикладных теорий микрополярных 
упругих тонких стержней, пластин и оболочек яв­
ляется грудноосуществляемым делом.

С этой точки зрения, в работах 112—14| сначала 
на основе математического изучения проблемы 
выявлены асимптотические свойства решения 
трехмерной граничной или начально-граничной 
задачи микрополярной теории упругости в тон­
ких областях. Далее, используя качественные сто­
роны полученных результатов, сформулированы 
достаточно общие гипотезы, при помощи кото­
рых построены асимптотически точные приклад­
ные теории статики и динамики микрополярных 
упругих тонких стержней, пластин и оболочек. В 
настоящее время акгуально также выявление спе­
цифических свойств поведения, как при статиче­
ских, так и при динамических деформациях упру­
гих тонких стержней, пластин и оболочек из мик­
рополярных материалов.

В работе 113|, на основе изучения задач о сво­
бодных и вынужденных колебаний микрополяр­
ных пластин, выявлены специфические свойства
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динамических характеристик микрополярного 
материала. Показано, например, что у микропо- 
лярных тонких пластинок существует резонанс­
ная частота, которая не зависит от геометриче­
ских размеров пластинки. Отметим, что это явле­
ние впервые обнаружено в работе 115|.

В данной работе рассмотрены задачи о свобод­
ных и вынужденных колебаниях микрополярных 
упругих круговых цилиндрических оболочек. На 
основе численного анализа выявлены специфи­
ческие особенности динамических характери­
стик цилиндрических оболочек из микроиоляр- 
ных материалов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим изотропную оболочку постоян­

ной толщины 2А как упругое микрополярное 
трехмерное тело. Будем исходить из основных 
уравнений пространственной динамической за­
дачи линейной микрополярной теории упругости 
с независимыми нолями перемещений и враще­
ний 116, 171:

Уравнения движения имеют вид:

_  д гУ„ _ , Э2со„
®тп.т _ 2 ’ В/яя.т ^птк®тк ** * 2 ’Ct~ Ot

Физические соотношения:

Ътп =  (И +  а )Утя +  (И “  « )У пт + У̂кк̂ пт

Ишя = (У + Е) + (у -  е) Кят + pKw6nm.
Геометрические соотношения:

У п т  ~~ ^ т . п  ~  ^ к п т ^ к » ^  п т  ^ m j r

(2)

(3)
Здесь а, Д — тензоры силовых и моментных на­
пряжений; у, тензоры деформаций и изгибов-
кручений; V, Со — векторы перемещения и незави­
симого поворота; А., р, а ,  р, у, с — упругие посто­
янные микрополярного материала оболочки. Ин­
дексы п, т, к принимают значения 1, 2, 3. Будем 
использовать криволинейные ортогональные ко­
ординаты а к, принятые в теории оболочек 118|.

Граничные условия на лицевых поверхностях 
оболочки а  , = ±И можем записать так:

<5v =  p f,  а „  = р \ , м =  ц33 = 1Яз. (4)
На поверхности края оболочки X, в зависимости 
от способа приложения внешней нагрузки, за­
крепления ее точек, граничные условия запишут­
ся в силовых и моментных напряжениях, переме­
щениях и поворотах или в смешанном виде. При 
помощи начальных условий считаются заданны-

 ̂ л —
ми векторы V, со, — , —  при t =  0. Будем считать,

d t  д \
что толщина оболочки мала по сравнению с ха­
рактерными радиусами кривизны срединной по­
верхности оболочки.

Следуя качественным результатам асимптоти­
ческого анализа системы уравнений микрополяр­
ной теории упругости (1)—(3) в области тонкой 
оболочки, в работе |12| в основу построения об­
щей динамической теории микрополярных обо­
лочек были поставлены следующие гипотезы:

1. В процессе деформации первоначально пря­
молинейные и нормальные к срединной поверх­
ности волокна свободно поворачиваются в про­
странстве как жесткое целое на некоторый угол, 
не изменяя при этом своей длины и не оставаясь 
перпендикулярным к деформированной средин­
ной поверхности. Принятую гипотезу математи­
чески запишем так:

К = ы Д а„а2,/) + а 3у , ( а „ а 2,/),
К, = ы ,(а „ а 2,/), а>, = О Д а „ а 2,/), (5)

со, = П ,( а 1, а 2,/) + а 31( а |, а 2,/)1 (/'= 1.2).
Таким образом, нормальное к срединной поверх­
ности перемещение и тангенциальные независи­
мые повороты являются постоянными функция­
ми по толщине оболочки, а тангенциальные пе­
ремещения и нормальный независимый поворот 
меняются по линейному закону.

Отметим, что с точки зрения перемещений ги­
потеза (5), по сути дела, представляет собой кине­
матическую гипотезу Тимошенко в классической 
теории упругих оболочек 119—211. Гипотезу (5), в 
целом, назовем обобщенной кинематической ги­
потезой Тимошенко в микрополярной теории 
оболочек.

2. Силовым напряжением ст33 можно прене­
бречь относительно силовых напряжений а /7 (/ = 
=  1,2) в обобщенном законе Гука (2).

3. Используя допущение о тонкостейносги обо­
лочки, примем 1 + сц/Я, -  1 ( /=  1,2), где R, — глав­
ные радиусы кривизны срединной поверхности 
оболочки.

4. При определении деформаций, изгибов- 
кручений, силовых и моментных напряжений, 
сначала для силовых касательных напряжений а 3/ 
и моментного напряжения р33 примем

CTV = ст“ ( а „ а 2,/), ц33 = И и (а „ а 2,/). (6)
После вычисления указанных величин, 
значения ст3/ и р 33 окончательно определим при­
бавлением к соответствующим значениям (6) сла­
гаемых, получаемых интегрированием соответ­
ствующих уравнений движения из (1), для кото­
рых потребуем, чтобы усредненные по толщине 
оболочки величины были равны нулю.

Основная система уравнений микрополярных 
упругих тонких оболочек с независимыми поля­
ми перемещений и вращений записывается в 
виде 1121:
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Уравнения движения:

± в т ; + —
Д  5а, Д Д  5а,- 

I 5Д
Aj да j

N.+ —----- ■-(S,i + Su) + ‘- ^  =
A,Aj 5 а ; У у Л,

2~ , 5 ft . += 2рЛ— у - ( f t  -/?, ),
5/

/1,5а, Д Л ,5а, A jdctj
± ™ 1l +

+ - Г 7 ^ ( м л  + м ‘; ) - " у  = AjAf da  j

2рА3 52v|/» ,/ + -ч

_ Z i i _ Z k  + l
/?, Л) /li/4'2 K*2

*М ц) + ЗМ и)
5а, 5 а 2

= 2 р й ^ ? - ( л * - А ) ,
at

± aza + _ L e4, ( A _ _ L ^ i +
И, 5а, Д  Д  5а, Д  5 а  у

+_ ! _ М ( / + / ) + ̂ й + 
Д Д 5 ау У ' Л,

■К-1)У( ^ з  -  *з,) = 2 У А ^  -  (л / -  /ft),
at

1̂1 2̂2 , I ГдНг^З
Л, /?2 >4,у42 L ^a i

,2

) + бШ 2з)
5а2

+ (5,2 -  5 2|) -  1 / Л ^  -  К  -  % ) ,
Г /

3̂3 " /МК'2 1_
дМ2Лц) , 5(>4,Л23)

5а 5а 2

-  (Л/,2 -  л/2|) + = * К  + Ч ).
3 5/

Фи зические соотношения упругости:

Т „ = - Щ  |Г„ + v r^ l,
1 - v '

3(1-V  )
5у = 2Л| (р + а)Г j  + (р -  а)Г,7], 

Mj = ^ - | ( р  + а )Kj + (р -  а )КМ\,

N я = Щ (р + а)Г ,з + (р -  а)Г,,|, 
Ny = 2А((р + а)Гз, + (р -  а)Г 0J,

1ц =  Щ ф  +  2у)кй + Р(к^+)1,
Ц  =Щ (у + £)Ку + (у -  е)к j, I,

(7)

(8)

L33 =2А|(р + 2у)1 + Р(к|| + к 22)1, 

4ус .У -е ю / + m, 1
----- К/3 + -----------1 I*у + е у + £ 2

4уе

4з = 2/;

Ал = 2Л 1уе , , у - е ю /  -ю , 1
+ £ й У + е 2/; J

Геометрические соотношения:

И, 5а, Д Д  5 а  у Л,

г  _ ± < f y ___L M „  _ /_n> o
" Д  да, Д Д  5 а у * 3’

* , я 2 * Ь + _1 5/4,
1 ¥ у,

-4,5а, Д Д 5 а , А, да, R,

^  = ± ^ Ч ___1 дД
4 Д 5а, Д Д  5 а у

v , - ( - i ) 4
(9)

к ,  = 1 нь 1 Э̂ П , +
Д 5а, Д Д  5 а у

к -  1
'  А, да , AiAjdaj

Г,, = -9 , + Н )'< Д , r v = у , -  Н ) уПу,
Пз . _J__5v_
R, ’ ,3 Д 5а, ’

с _ 1 дОз _ а  
,3 Д 5а, /?,

Здесь 7',,, Sy, N,,,, Л/3| —усилия от силовых напряже­
ний, Л/„, Л/,у -  усредненные моменты от силовых 
напряжений, /.,-,-, Lj, Le , L3i — усредненные мо­
менты от моментных напряжений, Л,-, — гипермо­
менты от моментных напряжений.

Граничные условия на граничном контуре Г 
срединной поверхности оболочки (например, 
при а ,  =  const) имеют вид:

Ти = Т* или и, = и,*, 5,2 = 5|* или и2 = и*, 

N I, = N *з или w ■

Я ,j = Н*2 ИЛИ V)12 

/.,2 — /.|2 или Г2у

: w*, М ,, = Л/Г, или vp, = vp,, 

= у*, Z-11 = /-П или Q, = П*, 

“ ^2» Дз = Дз или ^3  = ^3>
А,з = А,'3 или i = г*.

Начальные условия, при I -  0, необходимо ста­

вить для величин и,,

w. 5w
¥/»

5v|/,- Q

5ц,
5/ 
5 а

dw 5¥, 5w,

/’

5r 5/ 5/
о  з а ,  5i R£2̂ , — , l, —. d

dtd t  "  d t '  " d t  d t
модели (7)—(10) микрополярных упругих оболо­
чек полностью учитывались поперечные сдвиго­
вые и родственные им деформации. Это — систе­
ма из 52 уравнений относительно 52 неизвестных 
функций: м„ W, v|/„ а ,  а .  I. Т,„ Sy, А',-,, Я3/, Л7,„
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//#>•» Ць L], Ltfj Lj3, А/з, Г,, Г,, Г/з, Г3/, АГ//Э к/7, к ;у, 
К/з, /,з(/,у =  1,2, /* /) . Система дифференциальных 
уравнений (7)—(9) имеет 18-й порядок с 9-ю гра­
ничными условиями ( 10) на каждом из контуров 
срединной поверхности оболочки Г. Из систем 
уравнений (7)—(9) и граничных условий (10) мик- 
рополярных оболочек, при а  = 0, отделяется кра­
евая задача классической теории оболочек 
на основе гипотез Тимошенко 119—21] (с некото­
рым отличием, связанным со статической гипо­
тезой 4).

Если в модели (7)—(10) пренебрежем попереч­
ными сдвигами, т.е. примем

Г/з + r v = 0 или v|/, = 9,, (П )
то получим модель микрополярных упругих тон­
ких оболочек со свободным вращением, когда 
вместо обобщенной кинематической гипотезы 
Тимошенко принята обобщенное на микропо­
лярный случай кинематическая гипотеза 
Кирхгофа—Лява (это означает, что примем фор­
мулы (5) в целом, с учетом (11)). Система уравне­
ний этой модели микрополярных оболочек пред­
ставляет собой уравнения движения (7), где фи­
зические соотношения упругости:

К I S3,- | а д
1  А, да, AjAj да

9,-(-1)4

э  = - ± | »  +  г 0  -  Г у = 2 Г -& , +  ( - 1 ) '  п Л ,
А, да, К, L yJ

K..= l ^ k  + - L . ^ L Q  + 9 l t
А, даj AjAj dat R,

A, act, AjAj da,
_ 1 a o ,  q , 1 a i
-  ——------ —. I n -  —

(13)

д  aa , /?, A, da j

и граничные условия (при a ,  =  a 10):

7м = Т* или и, = ыГ.

S l2  + —— = 5,2 или и2 = м2,
R 2

/V + ± M l 2  = /V* или IV = W*,
13 А2 да 2

Ми — А71i или АГ.| = К\\. (14)

Т„
2 EliГ ^ [ г . + » г #]. м , =  , „

1 -V  311 -V  1

4  = 2Л[(р + а )Г /у + (ц -  а )Г у7], 

H u = ^ - [ ( \ i  +  a ) K i J + ( [i - a ) K JI] ,

N а ~ Ny = 4аА(Гй -  Гу),

[Кц + vKj,],

L„ = 2  h
2уР

*// + — к , +4y(P + y) |% Т
р + 2у "" ^ р + 2у ' Р + 2у 

1ц = 2Л[(у + е)к1>+ ( у - е ) к у1],

Цу = 2А[(Р + 2у)1 + Р(км + к 22)].

4 у е  у  - с m *-m ,
-------- Кв  + -------------------------У+Е у+  Е 2

4yg 1 , y~ z»h  +»h
У + е ' у + Е 2Л

^зз, (12)

4з = 2//

Л„ = 2h
3

/-j| = Л|| ИЛИ К,I — K||, / - | 2  = / - 1 2  ИЛИ K | 2  = к,2 ,

Ц, — 1лз ИЛИ К,з = к,з, A,з = Л,з ИЛИ /|3 = /|3-

При а  =  0, из системы (7), (12), (13) и граничных 
условий (14) получаются основные уравнения и 
граничные условия классической теории упругих 
оболочек на основе гипотез Кирхгофа—Лява 118].

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
МИКРОПОЛЯРНЫХ УПРУГИХ КРУГОВЫХ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Выберем систему ортогональных коорди­
н ата ,, а 2, соответственно, как безразмерные 
длины дуг образующей и направляющего круга, 
тогда коэффициенты первой квадратичной фор­
мы Ah Л2 и главные радиусы кривизны поверхно­
сти Rh R2 будут выражаться формулами:

геометрические соотношения:

w

г# =

г ,  = 4  ̂  + f
А, да, AjAj да j R,

I duj 1 дЛ,
А{ да, AjAj da f « / - ( - О'Пэ.

* „ = Х ^ 1 + _ ! _ М 8
А; да. AjAj да  j

А, = А2 = г, 4  = 0, 4  = 1,
л, л,

(15)

/

где г — радиус срединной поверхности цилиндри­
ческой оболочки. Основные соотношения общей 
модели микрополярной упругой круговой цилин­
дрической оболочки (положив (15) в общих фор­
мулах (7)—(9)) будут выражаться следующим 
образом:

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 59 № 2 2013



174 С. О. С А Р К И С Я Н , А . А . С А Р К И С Я Н

Уравнения движения в усилиях и моментах: 

дти 55
* ♦ = » - * * # - 1* - - " > •  

57', 2 55,2 »; т , U 2 , + -Ч
—ZT + ~ZT +  ^23 =  2р/)Г— f  -  /•(/?, -  р 2 ),

к  _15Q , _ l /5 Q 2 q \
22 ” Д  56 Y

K|2 =

Ж,
13П, _  15Q, . _
--------- • K 2I — » ‘ 13 —

25 i , _l_5i
r5 ^ ’ 23 г 50

50 д% 5/

^ 1  + ̂ 21  + r(yv2, -  /V,2) = 
5^ 50

=  I J h r ^ y -  -  r(m{ -  nif),  
dt

00 3^

= 2 Jhr^-ty- -  r(m\ -  m l),

r  d \ '  "  r  00
Граничные условия задаются в виде (10).

При рассмотрении частного случая, т.е. осе­
симметричной задачи, основная система уравне­
ния разделяется на две группы.

Первую группу составляют уравнения дви­
жения:

д 2и,0 7 ’,. ~ . и  м, / ♦ - ч
Т  = 2рАг—  ̂-  г(р, -  р х),

dt

d t 02Q
-г 0A,i . 0А̂ 27 л / 0 W . + -V /, /  v

-7 ; ,  +  — 11 +  =  2 р Л г —  -  г ( / 2 3 -  й ) ,  ( 1 6 )
00

д1лг _ -  У31) + А,., = 2 У А г ^  -  r(m2+ -  т 2 ).

22
Ж d t

- L n  + —  + —  + /-(512 -  521) = 
5Е 50

Z/Ar5 2Q
d t2

r (m l -  m l ) ,

?M u + ™ 2 l - rN„ = 2 g r +  -) 
5E 50 3 5/ 2

5£ J 5/
7- , ryVn _ ^ / .„ 0  W „+ n- \

_722 + “TT* “  2p^r  T T  ”  ”  A )»0q 0/
0А/,, A/ 2pA3 0?v|/, . ♦ , -v
^ 1 - гЛ,’1 3 '

где физические соотношения:

^  2Eh 1Г. , ..г- , . .  2£A3 K
T“ _ ] ~ 7 , r " + v r ^ i’ w  11 -  3/, _ vr)Kx"

(18)

SJt +dJt - r N «  =  -  ' « f t *  +  f t . ) .  / , ,  =  4 — KJ 1 +
0c, cO 3 d t  [_Y+ e У+ 8 2

///

, 0 A11 Гу A 71 ■ • v-  —f -  — -  r{Mxl -  M2X) +
00

+ == гА(/Яз + Щ).
3 0/

Физические соотношения здесь идентичны фор­
мулам (8).

Формулы, связывающие компоненты дефор­
маций, изгибов и кручений с перемещениями и 
свободными поворотами срединной поверхности 
таковы:

(19)

г  _ I di#i г  _ 1 /и > 1 22 — I г 0Е г \
ди2

00
+  И -, Г12

1 ди2

~rdZ
- П з.

1 du.Г 21= ± ^  + П3, Гя = -Э/+(-1УПу, 
г 50

Г  — ,  п > о  ^  - I ^ i  - 1 ^ 1I 3, -  V|/f - ( - I )  L2y, Л,, -  , A22 ~ -.Q »
r 0q r  00

A|2 -----^  Л21 -  дп + Ur 0^ r 00

8 1 =AM ’ • > - - ^ - 4

T-,2 -  Щ  + e)Ki2,
yv,3 = 2АКр + а)Г13+ (ц -а )Г 31],
У 31 = 2АКн + а)Г3|+(ц-а)Г|31; 

геометрические соотношения:

г „ = “ £ ,  Г22 = - w, Г13 = -0 , + П , 
г d \  г

г  - ш  О К - l 5 V' a  _ _ 1 5 wГ31 -Ч», -^ 2 . * » - г а р  г ^ ’

k23= - 1 Q 2, к .2 = 1 ^ -
г г 5^

Вторую фуппу соста1и!яют уравнения дви­
жения:

(20)

55
г  +  N n  =  2Pl i r  ~ ^Т  -  г(-Р2 -  Рг Xdt

d L " + r ( N l i - N i2)  = 2 J h r d2Q]
dt, dt

— r(/W , /27, ) ,

(17) - L n  + d L xl
+ ^ 1 2  “ ̂ 2l) “

, 3 = ! ^ ,  k23 = 1 ( ^ - Q 21 
13 r dt, 23 r l  50 21

= 2Jhr d -  г(гщ -  m3),
dr

(21)
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3 ->2.
д М  и к, 2р И д~\\12 и  + . -ч

з г 7 р ' * а + а ) -

гЦу - (̂ - г ( М w х . _ 2рЛ3 5 2i 
12 “  ^2l) + r  ,  .  -> =а^ з а/

= гА(/Из + /Из); 
физические соотношения:

А,- = 2Л|(ц + а)Гу + (и -  а)Гу7| ,
3

Mj  =
2 h 1(ц + а)Ки + (р -  a)Kjil

N 2i = 2h\ (p + а)Г2з + (р -  а)Г32|, 
N  32 = 2Л|(ц + а)Г32 + (р -  а)Г 23|, 

=2/KP + 2y)Ka + p(Ki, + i)|,
Аз = 2Л|(Р + 2у)1 + (3(к|| + к и)|,

4уе . Y -em f+m ,
----- *13 + ------------------

(22)

Аз = 2Л

Л„ = 2Л

у + е 

4уе

у+ Е

/,3 + *
-  с m, -  /и,

3 [у + с у + е 
геометрические соотношения:

2Л

Г17 = 1 ^ 2
r a ^

-  Q 3, Г 21 -  £23, I 23---- &2 _ О,

Гз2=Ч,2 + ^1> ^21 = 1-
г а^

I дС1,
(23)

к п = -

ft - 4 l  yr -  
г г

1 к  _ ^ з  / _к 22 “  1 43 “ 1 8 \
г  д \  г  г д $

Отметим, что граничные условия (10) также раз­
деляются на две группы, соответственно для си­
стем (18)—(20) и (21)—(23). Следует иметь в виду, 
что система уравнений (18)—(20) с соответствую­
щими граничными условиями характеризует из­
гиб, а система уравнений (21)—(23) — кручение 
микрополярных цилиндрических оболочек.

Далее рассмотрим задачу осесимметричного 
изгиба микрополярных оболочек (18)—(20) 
(г.е. по обшей теории, при которой полностью 
учтены поперечные сдвиговые). На основе урав­
нений (18)—(20) можно перейти к окончательным 
уравнениям относительно перемещений и сво­
бодного поворота:

.2 2
д 2и

Е

U v aw i d  и | г  , * -ч
= р Г ^ ~ й {Р' ~ Р' )'

I -  v  L
д  и,V— 1 + W + (р + а ) § - р г 2^  +

d t 2

+ 2 а г ^  + (р -  а  )г^!г -  - ~ ( р 'у  -  f t ),
dt, d t, 2И

2а  + (у + е ) ^ 1 -  4ar2Q2dw

dt, dt,'

4YEn 2 + 2 a r V ,=У + 8
(24)

7 2 r ~ , + -4
= J r ^ r - T b (nh- - m2)'

-(Ц -  a ) r  + 2ar2Q, + _
dt, з а -v 2) a$2

-  ( u  +  a ) r 2\ti, ~ ^ - r 2<—X i  =  - — ( p !  +  p D .
a/

Ha основе модели микрополярных цилиндри­
ческих оболочек без учета поперечных сдвигов 
(уравнения (7), (12), (13)) в осесимметричном 
случае для задачи динамического изгиба получим 
следующую систему основных уравнений:

уравнения движения :

д Т д 2и,
- ^ Г  =  2 p h r — f - i i p f  ~  Р \ ), 
ос, d t

° ,]2  -  r ( N l} -  А',,) + 1 ^  = 2 J h r -  r(nu  -  /и2),
dt, d t

- I  и  + (~ 1  = 2Ph r  T-T -  r (p l  -  ft"),
(25)

dM
dt

.3 -,3.
— 11 -  rN M -  ~ -  r^P\ + P\ );a^ 31 з a ^ a r 1 ’

физические соотношения:

T  =1 a
2  E h 2  E h

з
2|Гй + уГ*1, M  и -  у- К  и,

l - v  3(1- v ')

Аз
4ус у -£ /я 2 +/я2

к 23 ^------------------
у + Е  у + с  2 

/.,2 = 2 h i y  +  с)к,2, лг|3 -  N M  =  4(_i//jГ 13 -  Г3|];

геометрические соотношения:

(26)

Г,, = 1 aw.
rd t,

Г22 = -w , Г|з = - 9 ,  + Q 2
г

г  31 = V|/|-С 1 2, Ки = 1 _а

9, = 15и»
г а ^ К  23 =

I

1 Эуу

<гд%) 
\дП 2

( 2 7 )

Q 2' К12 ~ мг г
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На основе уравнений (25)—(27) получим окон­
чательные уравнения относительно перемеще­
ний м,, w и свободного поворота С1 2:

Е  Гд2и

- А ъ 2

>+ v ^
аи

г д 2щ  г 1 , + -.= Р Г —Т -  — (/»! -  А),
дГ  2Л

-4 а г—  + (у + е)^-%  -  4аг2П2 -
Э1;

4у£ , г д 20.-, г2, + -ч-J — & i= J r  — f  -  — <m2 -  от2),
у + £ d t 2h

l - v
ОЫ, + w - _ ^ < ^  + 4 a ^  + 

3r2(l -  v2)5^4 d£2

p/;2 <34w a n+ 1------+ 4a /•"—  -
з

= pr r 2 ao ,+ + )22 22 0 W Г , ♦ -v

(28)

К этим уравнениям присоединяются соответству­
ющие граничные условия.

СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
МИКРОПОЛЯРНЫХ КРУГОВЫХ 

ЗАМКНУТЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК (ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА)

Для изучения задачи о собственных колебани­
ях цилиндрических оболочек в приведенных вы­
ше моделях динамики цилиндрических оболочек 
следует положить внешние силы равными нулю. 
Будем считать, что торцы оболочки ^ =  0 и ^ =  //г, 
шарнирно-оперты, т.е. имеют место следующие 
фаничные условия:

w = О, Г,, = О, Ц 2 =  О, М \ \  = 0. (29)

Зададим решение граничной задачи (24), (29) в 
виде

А  1 , л 1 J p j  / я л г  с«1=4)* + Л.С COS —

w = ^ s i n ^  (30)

Q 2 = Л3*'А/+ cos

V, = Л„4*'А/ + A*yPJ c o s ^ ,  (31)

гле A'o, a \„ A2, Д,\ / С  Л04, Л4 -  постоянные; р0, 
р,„ — частоты собственных колебаний (т =  1,2, ...)•

Легко заметить, что вданном случае А0 = 0. От­
носительно Д,\ Ап получим систему алгебраиче­
ских уравнений

л . I 2  1 4 у с-4 a  + Jp0 — j ——
Г у + £

Д, + 2аД4 = О,

2аД> + р/Г А) -  (Ц + а)
(32)

Ао = О,

а также алгебраическую систему относительно
а ' а 2 а 3 а 4-/!m* /{т' /хт' /1пг

к I Л  . * 2 . 2  , АЗ Л  А4 .4 л
«И Лт  +  flm + ат Лт + ат Ат = 0. (33)

Здесь
г  / \2и ...2 2 L 1тпг\

ат = р г  рм - 1 -  V 2 V / /
12

Ят =
£У ятг 

l - v 2 /
13 14 л  23 . т я г  2 4 ____, ч / Ш С ГЯт =«т = 0, дт = -2ar —7-, = -(p-a)r

/ /

- ^ - ( p  +  a ) ( ^ ) 2 + p r-V 2, (34)
l - v '  v / /

\ / / Y+£

44
fl. =

£/; (
3(1 -  v )\ /

тЯГ' 2 -(м  + а)г2 + ̂ j -r 2/>*.

a ”  = 2 a r2, fl‘,' = flffl. Л,5 = 1,2,3,4.
Из (32) для определения частоты а> получим ал­
гебраическое уравнение четвертой степени:

.2
, р л  4

J l~ Z ~ P o У(р + а) + рЛ 4а + 1 4ус
г2 У + е /

А) +
(35)

+ (р + а ) - ! т -^ -  + 4ца = 0. 
г ' у + £

Аналогичным образом, из (33) относительно рт 
получим следующее алгебраическое уравнение 
восьмой степени

Д е/|а? |= 0 , 5,А: = 1,2,3,4, 

где имеют место обозначения (34).

(36)

Перейдем теперь к модели микрополярных 
оболочек (28), (29), при которой пренебрегались 
влияния поперечных сдвигов. Решение заладим в 
виде (30), в результате для частоты р{) получим 
формулу

p " ~ J j  V y  + s
(37)

а для определения частотрт приходим к уравнению

Det <1*1 = 0. s,k  = 1,2,3, (38)
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/ \  Гц

Рис. I. Зависимость низкой частоты колебаний мик- 
рополярной оболочки от ее размера г.

Рщ Гц

Рис. 2. Зависимость низкой частоты колебаний мик- 
рополярной оболочки от ее размера г для разных зна­
чений а.

где

п л 2 2 Е {ткг 
°>» =РГ Рт— -----2 Т1 -  V \ /

II
т, ат = Еу ткг 

! - v 2 /

22
Qm =

°т = 0, *23= - 4 а г ^ ,  

Eh2 ImnrV
l - v 2 3(1- vy \  / /

+

У ^ ( У - 4 а ( m̂TCr + p r2/>2.

33 /. , \lmnrY . 2 . 2 2  4vc«m =-<Y + e) —— -  4ar + Jr pm-----

(39)

V  / Y + e
s/ s/ I 1 л ->~ 3*1 — К 2,3.

Приведем результаты численного анализа.
По сравнению с классической моделью оболо­

чек, по микрополярной модели получается до­
полнительный спектр собственных частот. Это 
обусловлено свободными вращениями точек обо­
лочки, создающими новые степени свободы. В 
случае оболочек также соблюдается тот эффект 
(который для пластин был обнаружен в работе 
|13|), что в микрополярной упругой оболочке 
имеется собственная частота материала оболоч­
ки, не зависящая от ее геометрических размеров.

На рис. 1 приведены зависимости самой низ­
кой частоты свободных колебаний оболочки от 
размера г но рассмотренным микрололярным мо­
делям, а также по классической модели. В каче­
стве физических констант для микрополярного 
материала оболочки выбраны величины, приве­
денные в таблице, для относительной толщины 
оболочки выбрано значение 8 =  h/r  =  1/100, 
/ти н а  оболочки положена равной / =  2г. На этом 
рисунке линия / соответствует классической 
модели; линия 2  — общей микрополярной 
модели (18)—(20) или (24); линия 3 — микро­

полярной модели (25)—(27) или (28), при которой 
пренебрегаю гея поперечные сдвиговые дефор­
мации.

Микрополярная модель (18)—(20) является 
относительно точной моделью микрополярных 
оболочек, поэтому сравнение проведем отно­
сительно этой модели. Как видно из рис. I, низ­
кая частота колебаний оболочки по общей моде­
ли (18)—(20) или (24) и по классической модели 
очень сильно различаются для малых значений 
радиуса оболочки, а при больших размерах ре­
зультаты довольно близки друг к другу. Низкая ча­
стота по модели (25)—(27) или (28), при которой 
пренебрегались поперечные сдвиговые деформа­
ции, при малых размерах (до г < 0.02 м) отличается 
от низкой частоты по общей модели (18)—(20) или 
(24), а при больших размерах г ветви низких частот 
по этим моделям сливаются в одну.

Далее обратим внимание на таблицу. Расчеты 
выполнены для двух случаев: / =  г  и /  =  2г. Как от­
мечено выше, по общей микрополярной модели 
получаются дополнительные частоты по сравне­
нию с классической моделью. Обратим внимание
на частоту Рц по построенным выше двум ра злич­
ным микрололярным моделям. Эта частота по 
модели (28), при которой пренебрегались попе­
речные сдви говые деформации, соответствует 
формуле (37); а по модели (18)—(20), при которой 
полностью учитываются поперечные сдвиговые
деформации, Р{2 представляет одну из частот, по­
лучаемую из уравнения (35). Численный анализ 
показывает, что эта частота практически не зави­
сит от размеров оболочки, эта зависимость про­
является только при довольно малых размерах 
оболочки.

Отметим, что низкая частота при довольно 
больших значениях радиуса цилиндрической обо­
лочки /-практически не зависит от ее длины. Зави-
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Частоты собственных колебаний тонких микрополярных оболочек

г
ю
юо

Физические параметры материала оболочки: а  = 1.6 МПа, \ х  = 2 МПа, X = 3 МПа, у = е = 150 Н; 
плотность материала: р = 1114 кг/м3; мера инерции при вращении: У = 5.31 х 10~(' кг/м

размеры 
оболочки 

5 = И/г = 1/100
классическая 

модель типа Тимошенко
микрополярная 

модель без учета сдвигов
общая

микрополярная модель

г, см И, см /, СМ
т = 0 т = 1 т *  0 т -  1 т -= 0 т *- 1

р'о. Ги Р \ , Ги Ч .  Ги Р>„ Ги К  Ги Р\, Ги /1, Ги /Ч, Ги Р 1  Ги К  Ги Р\, Ги Р \ , Ги Ги Р\, Ги

2 0.02 2 58401 541.9 1799 58438 174728 1497 1817 263476 58518 191892 1286 1807 69660 265911

3 0.03 3 38934 361.2 1200 38959 174728 834.3 1204 218666 38971 182565 755 1203 43857 220501

5 0.05 5 23361 216.7 719.8 23375 174728 378 721 191710 23369 177591 363 721 24781 192668

V. 8 0.08 8 14600 135.5 449.9 14610 174728 186.3 450 181551 14602 175852 184 450 14997 181987
II

10 0.1 10 11680 108.4 359.9 11688 174728 136.5 360 179124 11681 175448 136 360 11892 179415

30 0.3 30 3893.4 36.12 120 3895.9 174728 37.33 120 175222 3893.5 174808 37.3 120 3903.9 175257

50 0.5 50 2336.1 21.67 71.98 2337.5 174728 21.94 71.9 174907 2336.1 174757 21.9 72 2339.3 174919

70 0.7 70 1668.6 15.48 51.41 1669.7 174728 15.58 51.4 174819 1668.6 174743 15.6 51.4 1670.3 174825

2 0.02 4 58401 529.1 920 58411 174728 710.7 938 207210 58518 191892 682 933 63251 212310

3 0.03 6 38934 352.7 613.3 38940 174728 423.4 618 189853 38971 182565 416 618 40651 192665

5 0.05 10 23361 211.6 368 23364 174728 229.8 369 180319 23369 177591 229 369 23776 181472

л 8 0.08 16 14600 132.3 230 14603 174728 137 230 176933 14602 175852 137 230 14707 177405
II 10 0.1 20 11680 105.8 184 11682 174728 108.3 184 176143 11681 175448 108 184 11736 176449

30 0.3 60 3893.4 35.27 61.33 3894 174728 35.37 61.3 174886 3893.5 174808 35.4 61.3 3896.1 174921

50 0.5 100 2336.1 21.16 36.8 2336.4 174728 21.18 36.8 174786 2336.1 174757 21.2 36.8 2336.9 174797

70 0.7 140 1668.6 15.12 26.29 1668.9 174728 15.12 26.3 174757 1668.6 174743 15.1 26.3 1669 174763

ос

С. О
. С

А
РК

И
С

Я
Н

, А. А. С
А

РК
И

С
Я

Н



М О Д Е Л Ь  К О Л Е Б А Н И Й  М И К Р О П О Л Я P H Ы Х  Т О Н К И Х  О Б О Л О Ч Е К 179

симость малой частоты от длины оболочки прояв­
ляется при весьма малых значениях се радиуса.

Также изучалось влияние на частоты колеба­
ний микрополярной оболочки основной физиче­
ской константы а  (рис. 2). Можно сделать важ­
ный вывод, что при малых значениях физическо­
го параметра а  из микрополярной модели, когда 
учитываются поперечные сдвиги, получаются 
спектры частот собственных колебаний, весьма 
близкие к спектрам частот, получаемых по класси­
ческой теории оболочек типа Тимошенко, но ко­
нечно также и дополнительные частоты, обуслов­
ленные свободными вращениями точек оболочки. 
Здесь пунктирные линии /, 2, 3  соответствуют об­
щей микрополярной модели (18)—(20) или (24), 
когда физический параметр а  имеет соответствен­
но значения а  =  1.6 х I06 Па, а  =  1.6 х I05 Па, а  = 
= 1.6 х 104 Па (остальные параметры соответству­
ют значениям из табл. 1, а /  =  2г, б =  1/100). 
Сплошная линия соответствует классической мо­
дели. Уже при значении а  =  1.6 х Ю4 Па получа­
ются спектры частот, весьма близкие спектрам 
частот классической модели. Легко убедиться, 
что при повышении значения физической кон­
станты а ,  низкая частота колебаний микрополяр­
ной оболочки резко возрастает. Это означает, что 
в выборе микрополярного материала есть опреде­
ленная возможность регулировать значение низ­
кой частоты колебаний оболочки, и тем самым, 
возможно достижение значительного разноса ча­
стот собственных и вынужденных колебаний 
оболочки, что важно при явлении резонанса.

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ КРУГОВЫХ 
ЗАМКНУТЫХ МИКРОПОЛЯРНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим задачу вынужденных колебаний 
микроиолярных цилиндрических оболочек по 
общей модели (24), (29). Будем предполагать, что

+  ip i • К
Ру = Ру i* sm -x „

а (40)

Р\ ~ Р\ ~ Ру ~ т 2 ~ т 2 ~ О» 
где/;*, — константа. Представим частное решение 
задачи в виде

w = л \е р' s i n y ^  U\ = А \в 'р1 c o s - j- ^ ,
Q 2 = Л,У'" c o s y ^  ц/, = A \  e i p l  c o s i y

(41)

Это решение удовлепюряет граничным условиям 
шарнирного опирания (29). Подставив (41) и (40) 
в (24), получим алгебраическую неоднородную 
систему уравнений

к I .1 . к 2  . 2  , кУ ЛУ , к4  .4 Л Я, Л, +Я, Ах + Ох Ах + Ох Ах = АI "I I 'Ч I "I (42)

A]/w (а)

/\  Гц

Рис. 3. Безразмерная амплитуда величины в- вынуж­
денных колебаний оболочки.

относительно амплитуд колебаний Л,1, Л,2, Л,\ Л,4,
где к = 1,2 , 3, 4, а я ,'\ s, к =  1,2 , 3, 4 определяются 
по формулам (34), при т = 1, а Л1 =  Л ' = Л4 =  0,
л 1 =  p M/h .

В случае рассмотренной задачи нахождения 
вынужденных колебаний, когда имеет место (40), 
проиллюстрируем графически (рис. 3) зависи-
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Ю6 х А о/т  2()

Р у  кГц

Рис. 4. Собственная частота акустического резонанса 
оболочки, не зависящая от ее размеров.

мость безразмерной амплитуды прогиба (т.е. де­
ленные на соответствующее максимальное значе­
ние величины w статической задачи) от частоты 
возмущающей силы. Для физических параметров 
возьмем те же значения, которые приведены в 
таблице, размеры оболочки: / = 2г, г =  0.3 м, б = 
=  1/100.

Рассмотрим также следующий частный случай 
вынужденных колебаний микрололярных ци­
линдрических оболочек, когда

т \  =  т 20е,р' ,  />, =  Р\ =  Рз = Рз = т 2 =  0- <4 3 >

В этом случае для частного решения представлен­
ной выше краевой задачи имеем

w = 0, и] = 0, Q 2 =  А & р \  \|/, =  А 10е Г  (44)
Решение (44) удовлетворяет граничным услови­
ям (29), а из основной системы уравнений (24) (с 
учетом (43)) получим

- 4 a  +  JP l - ± * t ! .

Г  Y + CJ Д ,Ч 2аЛ 4 = ^ ,2 И

2аД, +
2

РЛ" JРо -  <Р +  а )

(45)
Ао = 0.

Полученная алгебраическая неоднородная систе­
ма уравнений (45) служит для определения ам­
плитуд вынужденных колебаний д), Aq.

Для рассмотренной задачи приведем зависи­
мость безразмерной амплитуды величины С1 2 от 
частоты (рис. 4). Графики получены для материа­
ла оболочки, приведенной в таблице (5 =  1/100), 
для различных значений размера оболочки: (!)/* = 
=  0.3 м, (2) г = 0.4 м, (3) г = 0.6 м, (4) г  = 0.8 м. Ука­
занный резонансный пик виден на частоте р =

=  174.7 кГц, которая практически не зависит от 
значений г.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведена общая математическая мо­

дель динамики микрололярных упругих тонких 
оболочек и, в частности, круговой цилиндриче­
ской оболочки. Рассмотрены задачи свободных и 
вынужденных колебаний микрополярной круго­
вой цилиндрической оболочки, края которых 
шарнирно-оперты, для которых возможно было 
построение точных решений. На основе числен­
ного анализа выявлены некоторые особенности 
динамического поведения оболочки из микропо- 
лярно-упругого материала.
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