
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2014, том 60. №  3, с. 327-331

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
ТЕХНИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ

УДК 534.2

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЗБУЖДЕНИЙ 
В НЕИДЕАЛЬНОЙ 1D СВЕРХРЕШЕТКЕ

© 2014 г. В. В. Румянцев, С. А. Федоров, К. В. Гуменник
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина НАН Украины,

83114 Донецк, ул. Р. Люксембург, 72, Украина 
E-mail: rumyanis@teor.fii.ac.donetsk.ua 

Поступила в редакцию 09.08.2013 г.

В рамках приближения виртуального кристалла изучены особенности распространения акустиче­
ских возбуждений в несовершенной 1 D сверхрешетке. Выполнено численное моделирование зави­
симости ширины нижайшей запрещенной акустической зоны неидеального (разупорядоченного 
как по составу, так и по толщине слоев) двухподрешеточного 1D фононного кристалла от концен­
трации примесных слоев.

Ключевые слова: акустические возбуждения, неидеальный ID фононный кристалл, приближение 
виртуального кристалла.
DOI: 10.7868/S0320791914030150

ВВЕДЕНИЕ

Исследования в области акустики f 1 —31 и со­
вершенствование акустической техники связаны, 
как правило, с решением проблем снижения уров­
ня нежелательных звуков (борьба с шумом), с по­
иском способов выделения полезных звуковых 
сигналов (например, в случае медицинской диа­
гностики или акустического зондирования с ис­
пользованием эхолота). Кроме того, изучение упру­
гих колебаний является одним из распространен­
ных методов исследования физических свойств 
твердых тел [4, 5]. Поэтому создание новых акусти­
ческих метаматериалов, позволяющих контроли­
ровать распространение звуковых волн в среде, 
весьма актуально. Совершенствование техники 
эксперимента, развитие теоретических представ­
лений расширяют диапазон частот указанных аку­
стических возбуждений и часто делают акустиче­
ские методы незаменимыми в исследованиях 
структуры твердых тел,

В настоящее время имеется значительное чис­
ло работ (6—I3j, посвященных расчетам спектров 
электромагнитных и акустических возбуждений в 
сверхрешетках. Эти расчеты основываются на 
использовании метода Т-матрицы  и решении 
системы уравнений для коэф фициентов разло­
жения соответствующих полей в ряд Фурье. При 
нахождении конкретных физических характери­
стик (например, коэф фициентов прохождения 
электромагнитного излучения, зонного спектра) 
точный расчет в общем случае осуществить не 
представляется возможным, поэтому использу­
ются приближенные численные методы. Напри­
мер, в  работе 1131 показано, что вблизи зоны

Бриллюэна зависимость соответствующих частот 
от блоховского волнового вектора можно при­
ближенно представить в  аналитической форме. 
Заметим, что реальные акустические сверхрешет­
ки -  это неидеальные (разупорядоченные) систе­
мы [14—16). Распространенным методом расчета 
нормальных мод в таких неупорядоченных средах 
является приближение виртуального кристалла 
(П ВК), которое заключается [17—19] в замене кон­
фигурационно зависимых параметров гамильтони­
ана задачи на конфигурационно усредненные их 
значения. При исследовании [7, 8 ] электромагнит­
ных возбуждений неидеальных одномерных ( 1D) 
систем, содержащих инородные (дефектные) слои, 
распределенные случайным образом по всему объе­
му сверхрешетки, авторы применили развитый для 
идеальных сверхрешеток подход [13], Соответству­
ющие оптические характеристики неидеальных 
сверхрешеток получены с использованием имен­
но ПВК [11, 12).

В настоящей работе указанный подход в рам­
ках идеологии [ 12] перенесен на аналогичные 
расчеты при исследовании особенностей распро­
странения акустических возбуждений через несо­
вершенный 1D фононный кристалл (систему пло­
скопараллельных слоев однородных материалов, 
отличающихся упругими характеристиками).

УПРУГИЕ ВОЛНЫ В НЕИДЕАЛЬНЫХ 
1 D СВЕРХРЕШ ЕТКАХ

В общем случае неоднородной среды плотность 
р(г) вещества и упругие модули А (г) являются
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функциями координат, а поле упругих смещений 
и ( г , / )  описывается системой уравнений [1, 20]

p(r)ii,.(r,/) =  [Z (r )].m«;„(r,/), ( 1)

где Z(r) — дифференциальный оператор вида

[£(■ 0Ла /я (г) д
р(г) дхк дх,

•Л,*,я ( г ) д 1
дхкдх,_

соответствующий плотности функции Лагранжа

i p(r
ди
д!

[20]. Из (1) следует.
2 дх, дх,

что если ограничить исследование случаем мо­
нохроматических упругих возбуждений: u (r,/)  =  
= и (г) exp (-гео/), то уравнение для амплитуд u(r) 
п ри н и мает следующи й вид:

Z(r)u(r) = m2u(r). (2)

В дальнейшем рассмотрим акустические воз­
буждения в одномерной неоднородной вдоль 
o e n z  слоистой среде, полученной в результате 
случайной замены слое в ID  сверхрешетки ино­
родными однородными слоями. “ Ячейки” 
трансформированной “сверхреш етки” отлича­
ются от соответствующих ячеек идеальной си­
стемы как по составу, так и по толщине. В дан­
ном случае ячеек в точном понимании нет 
(поскольку нарушена трансляционная инвари­
антность), однако сохраняется взаимно одно­
значное соответствие между слоями идеальной и 
неидеальной систем. В рамках данной модели со­
ответствующие характеристики — плотность р(г) 
вещества и упругие модули А (г) — можно пред­
ставить, используя 0-функцию  Хевисайда:

р(*) = X P"'A'“(г). Л(г) = (г), (3)
п. а  п,а

где

6««(г) = 0
" (  о. у

1г:1 У Ч ,  a iia

\ j =1 )  -

-0
а

z - ( n - \ ) d - 2 ^ a „
j=|

(4)

Рто, Л„а и ат  — плотность вещества, модули упру­
гости и толщ ина слоя соответственно, причем 
п  — номер “ ячейки” , <х — номер элемента “ ячей­
ки” . В дальнейш ем удобно использовать величи­
ну B(z )  = A ( z ) / p ( z ) ,  которую можно записать 
аналогично (3) в следующей форме:

б ( ; )  =  1 Л « е „ Л 4

Простейшим приближением, позволяющим 
выявлять особенности и трансформацию спектра 
элементарных возбуждений, обусловленные на­

личием в исследуемой системе дефектных слоев, 
является ПВК. Это приближение даст возмож­
ность получить спектр акустических возбужде­
ний в зависимости от концентрации дефектов в 
неидеальной 1D сверхрешетке в результате кон­
фигурационного усреднения соответствующих па­
раметров гамильтониана задачи. Процедура усред­
нения “преобразует” исследуемую неидеальную 
систему вт.н. “ виртуальный кристалл”, в котором 
восстановлена трансляционная симметрия.

В отличие от идеальной сверхрешетки, в слу­
чае несовершенного 1D фононного кристалла с 
варьируемыми составом и толщиной слоев тен­
зор Вш  и величина а,,,, являются конфигурацион­
но зависимыми. При использовании случайной
величины ri)M они представимы в виде

,v(a) г(<х)

В  па /  . Д х  Л  их > ®яа — /  , Лто ; (Э )
v(or)=l ц<а)=1

причем т |^  =  I, если в узле (па) 1D кристалла на­
ходится слой v(a)-ro  сорта (и/'или р(а)-й  толщины),
и Ляс!' =  0 в ином случае. В дальнейшем полагаем, 
что эти факторы разупорядочепия независимы друг 
от друга. После применения в соответствии с ПВК 
(аналогично квазичастичному подходу [12, 18]) 
процедуры конфигурационного усреднения (обо­
значенной угловыми скобками) из (5) следует, что

s(a) г(ч)

(« » )=  I  я л г .  § a -  X  « а
v(a)=l u(a)=l

Здесь Cf_a, C£a— концентрация примесного 
слоя v, р-го  сорта соответственно по составу (ниж­
ний индекс “С”) или по толщине (нижний
индекс “ 7” ) в a -й подрешетке, ^ у(п)Са<а) = 1,

= 1. Как и в случае неидеальной сверхре­
шетки, задача нахождения поляритонных характе­
ристик сводится к соответствующей задаче 
для “ виртуального кристалла” , слоевые харак­
теристики которого характеризуются величина­
ми В'а>а) с толщинами слоев а„ ( |C a,u||)  и периодом 

ячеек d (фигурные скобки содержат сово­

купность переменных С^а, C ja для различных зна­
чений v,p). Поэтому в приближении ПВК соот­
ветствующие величины (спектр, ш ирина  шел и и 
т. д.) являются функциями концентрации ино­
родных слоев Сс(Г)и-

Рассмотрим распространение упругой моно­
хроматической волны с блоховским вектором 
К = (0,0, К) в полученном в результате конфигура­
ционного усреднения 1D фононном “ виртуаль­
ном кристалле” — идеальной системе с периодом 
решетки d. Таким образом, р(г) = р ( z  + d ), am s  aa.
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Рл«=Ра (аналогичные равенства выполняются и 
относительно тензора А ). После несложных вычис­
лений, используя (2), получим следующую систему 
уравнений для фурье-амплитуд U'^(g) поля упру­
гих смещений и (г,/):

<*и ‘к (*) = Y [ B™  (g  ~  * ') (*  + g ' f  '
* (7)

-  iA,zm (g ~ g'){K + Я')] UK («’)♦

где g = — p (p -  0,±i,±2,...) — векторы соответ- 
d

ствуюшсй обратной решетки. Легко показать, что 
для случая 1D сверхрешетки с характеристиками 
слоев, удовлетворяющими условию (4), тензор
А.;,„{$) обращается в нуль. Фурье-образтензора в . 
который получен с использованием вы­
ражения (4), имеет вид

2пр

-  схр

х <ехр

2я

i=1
(8)

d ( \ c № \i=\
Для изотропных слоев 1D фононного кристал­

ла компоненты тензора А  (и соответственно В) 
имеют вид (21]

Aikim = ^6, А„, + р (5я84и + 6w,8k/), (9)
X, р — коэффициенты Ламе.

Благодаря выполнению соотношения (9) систе­
ма уравнений (7) расщепляется на две независимые 
подсистемы. Первая, в которой фигурирует только 
Л у = X + 2р (и, следовательно, Sj,), описывает рас­
пространение продольных звуковых, возбуждений, 
а вторая, в которой фигурирует лишь А± = р (и В, ), 
описывает поперечные возбуждения. Очевидно, 
что такое расщепление оказалось возможным бла­
годаря изотропности слоев, составляющих мно­
гослойную структуру.

Законы дисперсии соответствующих акусти­
ческих возбуждений определяются бесконечной 
системой уравнений (7), которая в общем случае 
(для произвольных К) решается с помощью при­
ближенных численных методов (аналогично на­
хождению поляритонных возбуждений в диэлек­
трических сверхрешетках (6)). Тем не менее (как 
будет показано ниже), для значений К, близких к 
границе зоны Бриллюэна (|X" -  2гс/d\ «  К), зави­
симость оз = о> (АТ) можно записать в аналитиче­
ской форме. Действительно, из (7) видно, что в

этом случае наибольшими являются величины 
U‘K-(g) для g с р = 0,-1 при выполнении условия 

~ K:’b{iI  (аналогично (6.1.23) в (11|). Здесь
= ЯПл(р = 0), = й|( dP = -1) — коэффици­

енты Фурье, которые легко получить, используя
(8) с учетом (9). Оставляя в системе (7) только 
слагаемые, соответствующие резонансу указан­
ных плоских волн (д = 0,—1), получаем следую­
щий закон дисперсии акустических возбуждений:

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
При изучении особенностей распространения 

акустических возбуждений важной для физиче­
ских приложений величиной является ширина за­
прещенной зоны До> = |о>+ — <о_|. ю+, о)_ — корни 
уравнения (10), которые определяют границы спек­
тральной полосы: при частотах со_(АГ) < со < со+ (А") 
корни комплексные (запрещенная зона), при этом 
акустические волны являются затухающими (брэг­
говское отражение); область частот со < со_, со > со+ 
соответствует распространяющимся волнам, В 
исследуемом случае ширина нижайшей запре­
щенной зоны, согласно (10), равна

Величины ^ ( { C g ? } , ^ } )  определяются ко­
личеством подрешеток, характеристиками матери­
ала, такими как коэффициенты Ламэ X, ц, плот­
ность р вещества, и зависят от концентрации ино­
родных (по отношению к идеальной сверхрешетке) 
слоев. Поэтому концентрационное поведение за­
прещенной зоны Дсо может быть весьма разнооб­
разным в зависимости от соответствующих пара­
метров задачи.

Численное моделирование выполним для кон­
кретною случая разупорядоченного как по составу, 
так и по толщине двухподрешеточного 1D фонон­
ного кристалла: первая подрешетка — слои стали (с
модулем Юнга Л'" = 206 ГПа и коэффициентом 
Пуассона oj° = 0.30), вторая подрешетка — слои 
резины (с модулем Юнга = 0.005 ГПа и коэф­
фициентом Пуассона о',11 = 0.46). В качестве при­
месных используем слои бетона двух типов: пер­
вый'(в первой лодрешетке) имеет модуль Юнга
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Л(о/(о

Р и с .  1. Зависимость ш и р и н ы  щели Д оз/СО исследуе­
мой сверхрешетки (первая подрешетка — слои стали, 
вторая — слои резины) от концентрации примесных 
слоев бетона С с \ ,  С - ; 2 .  причем в е л и ч и н ы  относитель-

- (I) <21нои ширины основного а )  и примесного а \  слоев

во второй подрешетке соответственно равны З а /' и

0. К'./1*. Поверхности I и 2 -  продольная и по перечная 
моды соответственно.

Д(1)/о)

Р и с .  2 .  Зависимость ширины шели Дсо/о.) исследуе­
мой сверхрешетки (первая подрешетка -  слои стали, 
вторая слои резины) от концентрации примесных 
слоев бетона С ег, О 2 , причем величины относитель­

ной ширины основного а*'* и примесного а / 1 слоев 

во второй подрешетке соответственно равны 10а['' и

0 .5 а /'. Поверхности I и 2 -  продольная и поперечная 
моды соответственно.

Е '2> = 40 ГПа и коэффициент Пуассона of* = 0.34, а 
второй (во второй подрешетке) — = 15 ГПа и
оО  = 0 .32 . Подробный расчет на основе соотноше­
ния (8) приводит к следующим выражениям:

* ( 0 )  -  “ (^L p /l.p '7! +

ЯрО) =  ~  |^ 2 .р /2,|i ~  * l .p / l , |i |s in  ЛО |,

гДе Л |j -  1 -  O i  (l -  / (>i p j, Д р -  1 -  О 2 х

(l-ig/Mp), Ь($  =Л^р)/р^), а = 1,2, индекс |3
обозначает "||" в случае продольных акустических 
возбуждений, либо “ _1_” — в случае поперечных 
возбуждений.

Рассмотрим три варианта зависимости ш ири­
ны щели А<£>!со исследуемой сверхрешетки. Пусть 
первая подрешетка варьируется лиш ь по составу,
толщ ина ее слоя а, = а ,1*, а  вторая — лиш ь по тол­
щине, т.е. а2 = а / 1 — СТ2 (a/ 1 -  a f 1 j , а Д р = 1. В этом 
случае зависимость Дсо/со(Сс ь СТ2) представлена 
на рис. 1. Второй вариант А(о/о)(СС2,С Т2) отобра­
жен на рис. 2. В этом случае первая подрешетка не 
варьируется, а, =  а}1', / ,  р = 1, а вторая — варьирует­
ся как по составу, так и по толщ ине слоев, т.е.
а , = а2" ~  О з (а / 1 -  И  н а к о н е ц ,  с л о и  п е р в о й  и  

второй подрешеток варьируются лишь по толщине:

Др — Г а \ — о\ 1 — О 1 |а} * a] 'j ,  Д р — 1, а2 -  а 2' -

— С,7 (а2* -  о22)̂ . Эта зависимость Асо/оз(СТ1,С п ) 
представлена на рис. 3. При выполнении числен­
ных расчетов толщина слоев взята в единицах
толщ ины основного слоя первой подрешетки а,11. 
При вариации слоев по составу и по толщине 
концентрация слоев-примесей в первой и второй 
подрешетках обозначена соответственно Сс(г), и 
О т т -  На каждом из рис. 1 —3 представлены зави­
симости ширины запрещенной зоны Дю исследу­
емого явухподрешеточиого 1D фононного кри­
сталла от концентраций инородных слоев для 
различных мод.

Анализ поведения поверхностей Доз/ о) х  

х (Сс<у)|,Ссдга) показывает, что при конкретных 
параметрах задачи и величинах концентрации 
примесных слоев значения Дсо существенно раз­
личны. Для определенных СС(Г)1, СС(У)2 значения 
Д о  велики, т.е. многослойная система является 
акустически слабопроницаемой. В частности, в 
случае зависимости A<o/co(CC2,C ,2) (см. рис. 2) от­
носительная ширина запрещ енной зоны изменя­
ется в пределах от 0. 1 до 0.8, а для Дсо/о>(Сп ,Су2) 
величина Дсо/о) е  (0.1,0.4) (см. рис. 3). Для СС(Т)1, 
0 ,7)2, удовлетворяющих равенству

^2,рД,р (О(Г)Ц 0(Г)2 ) -  Л'.р/.Р (0<Г)П 0(Г)2 ) > (I 0-  а")
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Рис. 3. Зависимость ширины щели Дш/со исследуемой 
снерхрешетки (первая подрешетка — слои стали, вто­
рая слои резины) от концентрации примесных сло­
ев бетона Сл , Сг2, причем величины относительной 

(I) (2) (2)ширины основного а) и примесных а, и а) слоев 
в первой и второй подрешетках соответственно рав­

ны 5oj", 7а!" и Поверхности I и 2 — продоль­
ная и поперечная моды соответственно.

ширина шели Дм обращается в нуль (см. рис. 1). 
Например, при Сп  «О в рамках используемой 
модели Са  « 0 .8 . Таким образом , поскольку 
(СШ„,С С(Г)2) е  (0,1), акустические возбуждения 
проходят беспрепятственно (Дсо = 0) лиш ь через 
многослойные структуры с характеристиками ма­
териала, удовлетворяющими соотношению ( 11).

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Из проведенного численного моделирования 
следует, что на одной и той же частоте звуковой 
волны для одной и той же сверхрешетки не обяза­
тельно найдутся СС{Т)Ь СС(Г)2 такие, что поперечная 
и/или продольная моды удодпетворяют условию 
Дсо = 0. В частное™, это условие (Дсо = 0) выпол­
няется лишь для случая Дсо(Са ,СС2) (как показано в 
работе [22]) и для Дш(СС1,СГ2) (см. рис. 1). Выпол­
ненное в работе исследование зависимости шири­
ны нижайшей запрещенной акустической зоны не­
идеальных 1D сверхрешеток от концентрации при­
месных слоев может оказаться полезным при 
конструировании акустических композитных ма­
териалов, используемых в различных режимах 
эксплуатации.

СП И С О К  ЛИТЕРАТУРЫ
1. Бреховских Л.М. Волны в слоистых средах. М.: На­

ука, 1973. 343 с.
2. Zhang Shu, Xia Chunguang, Fang Nicholas. Broadband 

acoustic cloak for ultrasound waves / /  Phvs. Rev. Lett. 
201 l.V. 106. P.024301-1-024301-4.

3. Гринюк А.В., Кравченко B.H., Лазарев В.A., Ма- 
леханов А.И., Петухов Ю.В., Романова В.И., Хидь- 
коА.И.  Реконструкция параметров осадочных сло­
ев морского дна мелкого моря с использованием 
широкополосных сейсмоакусгических источни­
ков / /  Акуст. журн. 2013. Т. 59. № 3. С. 354-362.

4. Мазур М.М., Великовскии Д.Ю., Кузнецов Ф.А., Ма­
зур)!. И., Павлюк А.А., Пожар В.Э., Пустовойт В.И. 
Упругие и фотоуиругие свойства монокристалла 
KGd(W04)2 / /  Акуст. журн. 2012. Т. 58. № 6. С. 701 -709.

5. Поликарпова Н.В., Мальцева II.В., Волошинов В.Б. 
Анизотропия упругих волн в кристалле теллура/ /  
Акуст. журн. 2013. Т. 59. № 3. С. 332-338.

6. Joannopoulos J.D., Johnson S.G., WinnJ.N., Meade R.D. 
Photonic Crystals. Molding the Flow of Light. Prince­
ton: Princeton University Press, 2008. 304 p.

7. Шабанов В.Ф., Ветров С.Я., Шабанов А. В. Оптика ре­
альных фотонных кристаллов. Жидкокристалли­
ческие дефекты, неоднородности. Новосибирск: 
СО РАН, 2005. 209 с.

8. КосевичА.М. О простой модели фотонного и фононно­
го кристалла / /  Письма в ЖЭТФ. 2001. Т 74. № II. 
С. 633-637.

9. PendryJ.B., L i Jensen. An acoustic metafluid: realizing 
a broadband acoustic cloak / /  New Journal of Physics. 
2008. V. 10. № II P. 115032-1-115032-9.

10. Карабутов A.A. (мл.), Косевич Ю.А., Сапожников О.A. 
Осцилляции Блоха акустического поля в слоистой 
структуре //Акуст. журн. 2013. Т. 59- № 2. С. 158-169.

11. Rumyantsev V. V., Fedorov S.A., Shtaerman Е. Ya. Light- 
matter coupling in imperfect quasi-two-dimensional 
Si/Si02 photonic crystal / /  Superlattices and Micro­
structures. 2010. V. 47. № I. P. 29-33.

12. Rumyantsev V.V., Fedorov S.A., Gumennyk K.V. Pecu­
liarities of band gap width dependence upon concen­
tration of admixtures randomly included in ID photo­
nic crystal /  Photonic crystals: optical properties, fabri­
cation and applications. Ed. William L. Dahl. NY: 
Nova Science Publishers, 2011. P. 183—200.

13. Ярив А., Юх П. Оптические волны в кристаллах. 
М.: Мир. 1987. 616 с.

14. Li Feng-Ming, Wang Yue-Sheng. Study on wave local­
ization in disordered periodic layered piezoelectric 
composite structures// Int. J. Solids Struct. 2005. V. 42. 
№ 24-25. P. 6457-6474.

15. Chen A.-Li, Wang Yue-Sheng. Study on band gaps of 
elastic waves propagating in one-dimensional disor­
dered phononiccrystals// Phys. В -  Cond. Matt. 2007. 
V. 392. № 1-2. P. 369-378.

16. Yan Zhi-Zhong, Zhang Chuanzeng, Wang Yue-Sheng. 
Wave propagation and localization in randomly disor­
dered layered composites with local resonances / /  Wave 
Motion.’ 2010. V. 47. № 7. P. 409-420.

17. Parmenter R.H. Energy Levels of a Disordered Alloy / /  
Phys. Rev. 1955. V. 97. № 3. P. 587-598.

18. Займа»Дж. Модели беспорядка. М.: Мир, 1982.592 с.
19. Dargan T.G.. Capaz R.B., Koiller Belita. Critical analy­

sis of the virtual crystal approximation / /  Brazilian J. of 
Phys. 1997. V. 27A. № 4. P. 299-304.

20. Косевич A.M. Физическая механика реальных кри­
сталлов. К.: Науковадумка, 1981.326 с.

21. Наи Дж. Физические свойства кристаллов. М.: 
Мир, 1967. 388 с.

22. Rumyantsev V. V , Fedorov S.A., Gumennyk К. V. Pecu­
liarities of propagation of acoustic excitations through 
an imperfect 1 D-superlattice / /  Physica B. 2012. 
V. 407. N° 18. P. 3727-3730.

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У РН А Л  т о м  60 №  3 2014 8 *


