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Предложена качественная модель механизма усиления шума струи, истекающей из сопла, располо­
женного вблизи крыла. Сформулирована двумерная модельная задача о дифракции плоской аку­
стической волны на кромке сопла, расположенной вблизи полуплоскости, моделирующей кромку 
крыла. Показано, что дифракция на кромке крыла волн неустойчивости Кельвина—Гельмгольца, 
развивающихся от кромки сопла, может приводить к существенному усилению излучаемой в даль­
нее поле акустической энергии.

Ключевые слова: шум струи, волны неустойчивости, взаимодействие струи и крыла, метод Винера— 
Хопфа.
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ВВЕДЕНИЕ

Для гражданских самолетов с компоновкой, 
при которой силовые установки располагаю гея 
на пилонах пол крылом, увеличение степени 
двухконтурности двигателей вынуждает распола­
гать их ближе к плоскости крыла самолета, что 
может приводить к усилению шума в дальней зо­
не по сравнению с шумом одиночной струи, свя­
занному с взаимодействием струи и крыла. Дан­
ные экспериментальных исследований 11 —31 го­
ворят о том, что наличие отклоненного закрылка 
вблизи струи увеличивает излучаемый шум на 7— 
10 дБ. Кроме того, простое нахождение струи 
вблизи крыла с убранной механизацией может 
приводить к усилению шума в дальней зоне на 3— 
8 дБ 13, 5, 81, в том числе и над крылом |4 , 8 |, т.е. 
в области геометрической тени. Последнее об­
стоятельство может быть существенно с точки 
зрения оценки эффекта экранирования шума 
струи планером при расположении двигателя 
над крылом. Геометрическая сложность конф и­
гурации “сопло—крыло” обусловливает преиму­
щественно экспериментальные исследования 
данного источника шума 11 -5 , 8|. На настоящий 
момент известно достаточно мало работ, в кото­
рых проводилось бы численное моделирование 
акустического излучения от подобной конфигу­
рации |6, 7|, причем точность моделирования эф ­
фекта усиления шума хуже, чем точность числен­

ного моделирования шума одиночной струи, так 
что на данном направлении следует ожидать по­
явления новых публикаций.

Тот факт, что шум турбулентной струи, распо­
ложенной вблизи даже “чистого” крыла, может 
усиливаться в области низких частот на величину 
до 8 дБ, не может быть объяснен с точки зрения 
простого отражения излучаемого струей звука от 
поверхности крыла. Возможное объяснение дан­
ному эффекту было предложено в работе |8 |,  где 
источники в виде пакетов волн неустойчивости, 
моделирующие шум свободной струи в области 
малых углов, располагались в покоящейся среде 
вблизи твердой пластины. При этом было получе­
но качественное согласие с данными экспери­
мента и высказано предположение о том, что за 
усиление шума в дальней зоне может отвечать 
рассеяние на задней кромке крыла от ближнего 
поля источников шума струи.

В настоящей работе на основе решения двумер­
ной задачи проведен качественный анализ особен­
ностей механизма, способствующего интенсифи­
кации излучения шума струи вблизи крыла. В рабо­
те 181 для исследования эффекта усиления шума 
использовались модельные пакеты волн неустой­
чивости, характерные для свободной струи (т.е. па­
раметры волн неустойчивости в свободной струе и 
струе вблизи крыла считались одинаковыми и за­
давались искусственно). В данной работе основ-
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ное внимание уделяется процессу генерации волн 
неустойчивости при наличии расположенной 
вблизи слоя смешения струи твердой поверхно­
сти и их дифракции на кромке крыла. Рассматри­
вается влияние различных геометрических пара­
метров и характеристик спутного потока на ин­
тенсивность рассеяния волны неустойчивости 
кромкой крыла. Ограничение двумерной модель­
ной дифракционной задачи вызвано двумя ф ак­
торами. Во-первых, оно является сильным упро­
щением исходной проблемы, что дает возмож­
ность получить аналитическое решение и явным 
образом отследить взаимовлияние основных па­
раметров на результат. Во-вторых, сохраняются 
важные физические особенности изучаемого яв­
ления, что позволяет, по крайней мере, на каче­
ственном уровне, анализировать механизмы уси­
ления шума для конфигурации “струя—крыло” .

ВЫ БОР МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА 
М ОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

В качестве причины усиления шума рассмат­
ривается механизм взаимодействия волн не­
устойчивости Кельвина—Гельмгольца, развиваю­
щегося в слое смешения струи, с задней кромкой 
крыла. Источником волн неустойчивости в дан­
ной модели служат акустические возмущения, 
приходящие из сопла, т.е. модельный механизм 
представляет собой задачу дифракции звуковой 
волны на системе твердых поверхностей при за­
данном среднем течении. Такой подход при тео­
ретическом моделировании взаимодействия ма­
лых возмущений со слоем смешения струи хоро­

шо известен |9—14|. В данном случае он полезен 
не только с точки зрения решения не рассматри­
вавшейся ранее задачи дифракции, но и потому, 
что он позволяет подробно проследить всю дина­
мику развития волны неустойчивости от се рож­
дения на кромке сопла до рассеяния в звуковые 
волны на кромке крыла. При этом гот факт, что 
волны неустойчивости в данной модельной задаче 
возбуждаются акустически, не имеет принципи­
ального значения с точки зрения полученных в ра­
боте результатов. Это связано с тем, что волны не­
устойчивости представляют собой собственные ре­
шения для слоя смешения, и их пространственные 
параметры в узкой полосе частот можно считать 
не зависящими от того, генерируются ли они 
естественными возмущениями, приходящими из 
сопла, или каким-либо искусственным воздей­
ствием 115, 16|.

Рассмотрим теперь постановку модельной за­
дачи. Кромку сопла и кромку крыла мы будем мо­
делировать двумя параллельными жесткими 
полуплоскостями, расположенными на расстоя­
нии И друг от друга. Введем декартову систему ко­
ординат (х,у) с началом на кромке сопла, как по­
казано на рис. I. Пусть кромка крыла смещена от­
носительно кромки сопла в направлении оси х  на 
расстояние d. Обозначим угол, под которым кром­

ка крыла видна из кромки сопла, как ^  = a rc lg - .
d

Пусть при у > 0 имеется однородный поток газа со 
скоростью \ с/ (индекс “с/” означает принадлеж­
ность соответствующей величины к снугному по-
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току, от англ, “concurrent How”), направленной 
вдоль оси х, при этом плотность газа равна рг/, а 
скорость звука в нем — сс/. Это течение имитирует 
спутный поток, в который истекает струя. Тече­
ние же струи представляется областью у < 0, в кото­
рой газ движется вдоль оси х  со скоростью V, (ин­
декс означает принадлежность соответствую­
щей величины к струе, от англ, “je t”), плотность 
газа и скорость звука в нем соответственно равны 
ру и су. Для краткости изложения назовем полу­
плоскость у  > Л областью 1, полосу 0 < у  < h — об­
ластью 2, а полуплоскость у  < 0 — областью 3. Мы 
вводим в рассмотрение различные плотности и 
температуры струи и спутного потока, поскольку 
в реальных двигателях струя может иметь суще­
ственно большуютемпературу (и меньшую плот­
ность) по сравнению  с окружающим воздухом. 
Отметим, однако, что для современных двухкон­
турных двигателей гражданской авиации, для 
которых, главным образом, важен рассматрива­
емый эффект усиления шума, температура струи 
внешнего (“холодного” ) контура обычно мало 
отличается от температуры окружающей среды, 
поэтому при численных оценках в дальнейшем 
мы для простоты ограничимся рассмотрением 
потоков с одинаковыми температурами и плот­
ностями.

Газ предполагается невязким, нетеплопровод­
ным, а все возмущения считаются малыми, так 
что движение газа можно считать потенциаль­
ным, и зависят от времени как ехр(-/а>/), где ча­
стота (о действительна и положительна. При та­
ком подходе слой смешения представляется тан­
генциальным разрывом, что обычно допустимо для 
нс слишком высоких частот.

Пусть в области дозвуковой струи по направ­
лению к границе раздела сред распространяется 
плоская звуковая волна, у которой нормаль к фа­
зовому фронту составляет угол я -  0 с осью х. Ее 
потенциал скорости задается выражением

Ф, =

= А ехр -по/
. co/c. cosO . со/с. sin О

- I — — --------х+ 1 — --------- у ,
I - M ycos0 1 - M ycos0  ,

(I)

где А -  заданная амплитуда, а М, = Vj/ cj < 1 -  
число Маха в струе. В дальнейшем для краткости 
временной множитель ехр(—/со/) опускается. От­
метим, что задача дифракции акустических волн 
на рассматриваемой системе пластин, но в отсут­
ствие среднего течения, рассматривалась в 117, 18|. 
Именно наличие среднего потока и тангенциаль­
ного разрыва скорости в настоящей модели при­
водит к возникновению механизма перекачки 
энергии среднего течения в энергию акустиче­
ского излучения, что и является основным пред­
метом рассмотрения настоящей работы.

Возмущения потенциала скорости удовлетво­
ряют следующим уравнениям:

\  2
V + i l
д х2 д у2

д2

Ф

u v V l<p"

дх сс[)  
\2 

м
дх CjJ

Ф = 0, у  > 0, (2)

Ф  = 0 ,  у  < 0 ,  ( 3 )

где M cf = К / /Сг/ < I — число Маха спутного пото­
ка. При наличии возмущения в течения границы, 
разделяющие потоки в областях I и 2, а также 2 и 
3, в невозмущенном состоянии определяющиеся 
линиями у  = h при х > d  между областями I и 2, и 
у = 0 п р и х > 0  — между областями 2 и 3, также ис­
пытывают возмущения. Поэтому для задания гра­
ничных условий удобно ввести величину, характе­
ризующую нормальные смещения границ относи­
тельно невозмущенного состояния. Обозначим 
такие нормальные смещения г|,2(х) и л 2,(х)для ipa- 
ниц между областями 1—2, и 2—3 соответственно. 
Тогда для малых возмущений граничные условия 
можно записать на линиях у  = 0 и у  = И в виде 
условий для равенства нормальных смешений ча­
стиц газа г) и давления р но обе стороны от границы 
раздела потоков:

f l  —
°У /,.0 dx

= -*»ni2 + К / П12 =0- х  < 
d y h.о dx  (4)

Ри = Или, -  /На-0 = - fo p cf (ф|/,+„ -  ф|/, о) +

+ f PcfKf -  Рс/К/ f 5! \  Рп = 0, *  > d\
У d x hl0 дхн-oJ

-о

°У .о dx

=  - /c o m , +  V j  Л 23 =  0. *  <  0;
dx  (5)

Г ф

ду

Р2) = P i о -  = - / С о ( р г / ф | + 0  -  р J  ф|_0) +

; рп  = 0, х > 0.
-о

Кроме того, должны выполняться условия излу­
чения при у  -*  ±оо 19— 11, 14|.

РЕШ ЕН И Е МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

После применения к уравнениям (2), (3) и гра­
ничным условиям (4), (5) преобразования Фурье 
по продольной координате

-КО

Ф(а,у) = |ф (x,y)e,axdx
-СО
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задача, как можно показать |3 |, сводится к мат­
ричному уравнению Винера—Хопфа, процедура 
получения решения которого довольно громозд­
ка 113, 14, 181 из-за необходимости проводить 
факторизацию матриц, содержащих экспоненци­
альные функции от а . Однако в главном прибли­
жении решение данной дифракционной задачи 
можно получить более простым способом, кото­
рый состоит в следующем. Задача разбивается на 
две подзадачи, в рамках каждой из которых неза­
висимо рассматривается дифракция только на 
одной кромке. Такое приближение означает пре­
небрежение взаимным влиянием полей, рассеян­
ных на двух имеющихся кромках, или, другими 
словами, из всех многократных рассеяний исход­
ной волны на кромках учитывается только два пер­
вых: сначала рассеяние падающей плоской волны 
на кромке сопла, затем — рассеяние полученного 
поля на кромке крыла. Каждая дифракционная за­
дача втаком случае решается с помощью примене­
ния простейшего скалярного варианта метода 
Винера—Хопфа. Указанный подход имеет, конеч­
но, ограниченную область применимости, кото­
рая определяется степенью удаленности кромок 
друг от друга в продольном направлении: если 
сдвиг кромок d сравним или меньше характерной 
длины звуковой волны, то приближение неспра­
ведливо. Также мы не учитываем возможное резо­
нансное взаимодействие кромок, которое может 
наблюдаться и при большом их взаимном удале­
нии. Подобный подход успешно применялся при 
решении модельных задач о распространении 
звуковых волн в осесимметричных двухконтур­
ных соплах 113, 19|.

Рассмотрим первую вспомогательную подза­
дачу: дифракцию  заданной плоской волны на 
кромке сопла, находящейся вблизи плоскости, 
когда кромка крыла (см. рис. 1) уведена беско­
нечно далеко вправо, т.е. d —> +со. Тогда вместо 
граничного условия (4) имеем при у  = // простое 
условие непротекания

д(р
*-«

= 0. (6)

После преобразования Фурье уравнений (2), (3) 
получим

Д Ф  -  =  0 , у >  0 , ( 7 )

Д ф - р ; ’ф  =  0, у  <  0. (8 )

где

r / = j ( l - < ) fa f a ,  k "

i - {  i + m J

1>, = -  Mj) 

k Cf  ~

x 1 - M j )  

й/ C c f s  k i = <

кa  + -----— .
I + M j

)/Cy.

Разрезы для многозначных функций p,. (̂ct) и (Зу(а) 
выбираются из условия излучения 114| и могут быть

K fпроведены, например, из точек —--------- и -------*—
1 + Мг/ 1 -т Му

в бесконечно удаленные точки в нижней полу-
к к

плоскости, а из точек — —— и — — в беско-
I -  М (/ 1 -  М у

нечно удаленные точки в верхней полуплоскости, 
при этом берутся такие ветви функций, для кото­
рых Р,у(0) = - ikc/, |3у(0) = - ik j. Для получения при­
чинного реш ения в соответствии с процедурой, 
предложенной в 1201, сначала ищется решение 
для комплексных частот ш + ко, (со, —> -гео). Слу­
чай действительных частот рассматривается 
как предел со, -> +0 (для этого случая картина 
разрезов и особых точек на комплексной плос­
кости показана на рис. 2). Решением 
уравнений (7) и (8) при таких выбранных ветвях 
многозначных ф ункций (3,у и |Зу являю тся ф унк­

ции Ф ,,(а,у) =  1Ца)е''сГУ + С (а )е '^ /Г -  в области 

0 < у  < И и Ф „(а ,у ) =  Д а )е |1'' -  в области у < 0.

Применяя преобразование Фурье к гранич­
ным условиям (5), (6), подставляя в них найден­
ный вид решения и выделяя при этом явно пада­
ющую волну при у < 0, фурье-образ которой обо­
значим ФДа.д’), получим

Pl /W ’,' ' - p (/C (a )eM =(),

Р,/Д(а) -  Р(/С(а) =  - ш с/(а)/ь,(а),

РУ Д а )  -  руФДа, 0) = -/Wy(a)/;2+3(a), (9)

д „(а ) =  - ip c/wc/(a)( Д а )  + С(а» +

+  / р у в - у ( а ) (  Д а )  +  Ф Д а , 0 ) ) ,

где приняты следующие обозначения: нДа) =  
=  со + Куа, wcjДа) = со + Vcfa, /;22 — фурье-образ раз­

ности давлений р23, /ь, — фурье-образ смещения 
границы раздела г|2,. Верхние индексы “+ ” и “ 
указывают на то, что функция получена преобра­
зованием Фурье по положительной или, соответ­
ственно, отрицательной полуоси оси л:, а значит, 
является регулярной в верхней /?+ или нижней R 
полуплоскости комплексной плоскости а . После 
несложных преобразований из системы (9) мож­
но получить следующее выражение:

//(а)/;2 Да) + /руИ>у(а)ФДа, 0) = piДа). ( 10)
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Рис. 2. Положение нулей функции / /  ( • ) ,  точек нетления функций р уи р,.у (i I). разрезов для Ру (rs>), полюса к '  (О) 
на комплексной плоскости q =  и /А ,у для параметроп 0 =  Зл/4. р(у  = р у =  1.21 к г /м \ сгу  =  Су =  340 м/с. Му = 0.74. 
М( /  = 0.235. /  = 300 Гц. Л = 1.05 м. Волна над символами на рисунке означает обезразмеривание на ксу.

где //(а )  = Pf/Wf/ cth(Pfy/>) + -  функция, опре-
Р</ Ру

деляющая дисперсионное соотношение для дан­
ной системы. Следуя стандартной процедуре мето­
да Винера-Хопфа [211, представим функции //(а )  

и Ф,(а,0) в виде Я (а) = Н '( а ) / /  (<х) и Ф,(а,0) =  

=  Ф,‘(а,0) + Ф, (а,0), учтем также тот факт, что 
Ф,(сх,0) представляет образ плоской волны с про-

,,  (о/с. COS0
дольным волновым числом к ------- — ---------, по-

1 -  Му cos 0
еле чего из (10) получим следующее уравнение, 
справедливое в полосе n  R_:

/ /> ) /» ; ,0х) + 2 i P j ^ —1 ф*(a  о) = 
H (к’)

P M  2ipJWj(-k ')
// (a) Н'(к")

Ф, (a.0).
( I I )
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ЗдесьФ /(а.0) =  lim -----—----- (см. 114|). Выполне-
с->+о а  -  к' ± /б

пие же факторизации //(а )  = / / '( « ) / /  (а) является 
несколько более сложной задачей — подробности 
соответствующих вычислений представлены в 
Приложении. Отметим здесь лиш ь то, что
функция Н '(а) имеет нуль а„, соответствующий 
неустойчивости Кельвина—Гельмгольца (именно 
этот нуль пересекает ось Rea при со, —» +0).

Важную роль в получении однозначного реше­
ния данной задачи играет условие на острой кром­
ке пластины. Детальное обсуждение данного то- 
проса можно найти в обзоре |23|. Согласно приве­
денным в [ 231 результатам теоретических и 
экспериментальных исследований, можно утвер­
ждать, что для акустических волн не слишком вы­
соких частот адекватным условием на кромке явля­
ется так называемое “ полное" условие Жуковско­
го-Кугга, при котором на возмущенное те­
чение накладывается требование максимально 
гладкого схода с острой кромки. Тогда, пользуясь 
обобщенной теоремой Лиувилля |21|, указанным 
условием на кромке, а также учитывая свойства
функций // “(а) при |а | —> оо (см. Приложение), за­
ключаем, что уравнение (II )  определяет регуляр­
ную на всей комплексной плоскости функцию, 
равную всюду 0. Используя этот факт для ( II ) , а 
также систему (9), легко записать решение первой 
подзадачи в областях 2 и 3 в виде обрат ного преоб­
разования Фурье:

AiwAk )р .ф/2 = “ --±-- L *
пН  (V)

иу(а) ch(pf/(y - / i) )  и
(12)

H*(a)(a-kt) Pc/sh (Рг/Л) 'da .

Aiwj(k')pj г Wj(a )  e~lax+,i'y JcL
пН  (к') . / /* (а )(а  -  к') Р,

(13)

где контур интегрирования С, лежит в полосе 
Rt п  R_ и обходит полюсы а (, и к' сверху (рис. 2). 
Отметим, что волна неустойчивости Кельвина- 
Гельмгольца, определяющаяся вычетом подынте­
грального выражения в точке о,,, обладает дозвуко­
вой фазовой скоростью, следовательно, не приво­
дит к излучению звука (экспоненциальноубывает в 
данной подзадаче при у  —> -со, т.к. ReP,(a„) > 0). 
Полученное на первом этапе решение (12), (13) бу­
дем считать падающим полем для второй подзада­
чи, когда рассматривается только кромка крыла 
(рис. 3). Решением уравнений (7) и (8) для рассеян­

ного поля будут в этом случае функции А(а)е ,$ /' — 

в области у  > И, Н{а)с '1> + С(а)е — в области

0 < у  < It и Ь(а)е*' 1 — в области у  < 0.

Применяя преобразование Фурье к гранич­
ным условиям (4), (5) и подставляя в них найден­
ный вид реш ения, получим
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Р^ДсОе |1',Л = -iwc/(a)ht\(a)e'"d, 

fic/B(a)e'',h -  $cJC(a)e М  = -iwcf(a)h^(a)e"'\

PvSд У " ' =  - ip cfwc/(a)A(a)e |t,/A +

+ ipc/wc/(a)( + C(a)e M  + Ф /2(а,Л)), (И )

P,/^(«) -  P,/C(a) =  -/w(/(a)//,‘,(a),

P, Д а )  = -/и'; (а)/ь1(а),

p f /H-( / ( a ) ( /} (a )  +  C (a ) )  =  p ,w ,(a ) / ) ( a ) .

Здесь Л|*,(tt) '̂''",, Л,‘,(а) и /^(сОе''"7 -  фурье-образы 
соответственно смещения границ раздела г||2, г|23, 
и разности давлений по обе стороны от полуплос­
кости-крыла, связанные с наличием рассеянного 
поля. Также учтено, что при у  = 0 нет жесткой по­
верхности, а <р/2 и ср„ согласованы на границе

У = 0 и = 0 при у  = Л. В таком случае после ал-
ду

гебраических преобразований можно получить из
(14) следующее выражение:

F(a)h*2(a) + ipcfwcf(a)e ,ш,Ф /2(а ,/;) = рп (a), (15)
где

где г„ -  вычет функции ( //* (а )(а  -  A:’̂ rrsh (р<у/?)) '

в точке а„ . При этом незатухающих мод в сумме 
выражения (16) лиш ь конечное число: это слагае­
мые, даваемые вычетами в точках = а„  и а 2 = к\ 
и при достаточно большом значении кф И еще в
конечном числе нулей функции / / ‘( a ^ s h fp ^ A ) , 
лежащих на действительной оси между точками 
кф  и kjf. Остальные вычеты дают экспоненциаль­
но затухающие волны. Что касается интеграла по 
петле вокруг разреза, который физически связан 
с эффектом типа "боковой волны” 1241, то можно 
показать, что он дает волну, спадающую при
kcfx  -»  +оо как -V Таким образом, при кс̂ х  >  1 в
(16) можно оставить лиш ь суммирование но ко­
нечному числу (обозначим его А', N >2) незатуха­
ющих волн, среди которых имеется и экспонен­
циально нарастающая волна неустойчивости,
связанная с вычетом в полюсе а , = а 0:

N

Ф/2 *  ^ / ( „ c J i j p ^ a ^ K y - A ) ) ^ ,  (17)
/1=1 

где

F(a) = 2Р c f * c f  1

(V | + V > t?~3M '
А,о

Д,±)(а) = р ^ р ,  ± pyw;Pf/.
Для упрощения последующих выкладок рас­

смотрим в главном приближении поле <р/2 в обла­
сти кромки крыла, т.е. при кф х  >  1, предполагая 
также, что, как обычно в струях, |Ау,| < . В этом
случае контур интегрирования в (12) можно сме­
стить сколь угодно далеко в нижнюю полуплос­
кость, при этом соответствующий ингефал будет
представляться в виде суммы вычетов в нулях а„ 
(л = 1,2,...) выражения / /  *(ct)(a — A’̂ ^y-sh(Р^Л), ле­
жащих в R , и интеграла по берегам разреза, про­
веденного от точки kj{.

А т ф р , х
п Н (к ')

wr/(a) c h(Pf/Q ' ~ h)) 
(a )(a  -  к') pi/sh (p(//?)

e " " d a  =

= -  >'))e m"x

(16)

/1=1
Aiwj(k')pj г wcf(a )  ch (pr/Q> -  //))c ^ J a

кН  (к') •’ / / +(a)(a -  k') Pf/sh(Pf//j)

A 2 AwAk')p,rnwl.f (an)
H (k ')

Тогда вместо ( 15) приближенно получим
N

F*(a)hn(a) -  рг/^ ] - -  — — ----- e
П-‘
N

(18)

A„K/ (a~)

■ ( a „ ) ( a - a n)
(19)

_ Pi’(«) p</Z A„wc/( a~„) -ia t̂
F (a) n l F ( a „ ) ( a - a „ )

где F(a) = F'{a)F  (a), и полюсы a„  в левой части 
относим к нижней полуплоскости, а в правой ча­
сти -  к верхней. Факторизация функции F(а) 
проводится с помощью применения интеграль­
ной формулы Коши к вспомогательной функции

■S'(a) =  ̂ которая удовлетворяет всем усло-
$cfF(a)

виям соответствующей теоремы [211. Равенство (19),

справедливое в полосе регулярности R\ n  R' , за­
даваемой нулями, полюсами и точками ветвления 
функции F(a), а также полюсами а„, определяет, 
согласно теореме Л иувилля и условию Жуковско­
го—Кутта на кромке крыла, функцию, регуляр­
ную на всей комплексной плоскости и равную
всюду 0. Находя из (19), например, й|2, из системы 
(14) можно получить решение второй подзадачи в 
представляющих интерес областях I (над "кры ­
лом ”) и 3 (под “ крылом” ):
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• . / —у —iUmd
ф// - х

2* ^  Г ( а я)
Я =  1

w ,/(a )
(20)

/ р . / ^ Ч а К а - а ; , )

• N  . , -v - i a . d

X
4я f -  Т  <а„)

(21)
x f w,(a)(A)„(a ) + А,_,(а))

J p ;/r‘(a )//(a )(a  -  а„)Рг/ sh(Pr/A) 

где контур интегрирования C2 лежит it соответству­

ющей полосе /(', п  /('.Д ля исходной задачи, таким 
образом, звуковое давление в областях 1 и 3 
может быть определено с использованием выра­
жений (1), (13), (20), (21) как

а = - р " ( ! + > ''/ ! ) ф" "  (22 ) 

Л  =  “ Р / ( ~  +  К/ ̂ ] (ф <  +  Ф/з +  Ф //з)- (23)

В дальней зоне интегралы из (13), (20), (21) 
можно приближенно вычислить с помощью мето­
да перевала 1251:

Ф//1 *  'Pcf
k ,/s in 9 „ le
2л

wcf(a)
yfi-ni

vP*//7 â Mo=* (̂M -̂cos8„,) 

x y  Anwcf( а п) е ^
~?XF  « ) ( * , . , (  M( / -  cos 9 /л ) - а „ ) '

I “  -/A, M ,x+ik ,n \ -/—
AiWj(k')p; 2kj sin 9/3e 4

ф/з *  — ------- — r = -------------
Vr/3

(24)

/ /  (A') \ я 

H’y(a)
/ /  ‘(a)(a  -  k 'ty j \a=j.

(25)

К  sin 9 //3е

=Ay(M / -c o s 8 „ )

Ф//3 *  - 'P y  y ,V 2я VO/.t
wy(«)(A,+)(a) +A (_,(a)) M

^P;/-’'(a)//(a)P (/ sh(Pf//;)J
(26)

n-\

A„wcf( a,>
a=A',(M y-cos9(/i)

- i a „ d

где

(a,“)(A, ( My -  cos 9 //3) -  a„ ) 

rm = J (x -d ) '  + ( \ - M 2cf)(y-It)' ,

n 3 = + ( i - m ; ) / ,  =  y j(x -c /y  + ( 1  - м ; ) у 2.

sin Э//| —V I-M r/О '- А), 0 < 9 т  < л-
Пп

sin 9 /3 = -
l \ - M ) y
'■--------— , Sllп Э„з ^

- М  )у

Пз Пп

0 < 9 „ , 9 /„ < К. kcf =  - к</ *, , К/ _  kJ_ Л
1- К 1 - м ;

Нужно учитывать, что волны (24) и (26) центри­
рованы на кромке крыла, а волна (25) — на кромке 
сопла. При этом к выражениям (24)—(26) нужно в 
соответствующих секторах прибавлять вклад вы­
четов в полюсах подынтегральных выражений из 
(13), (20), (21). Во-первых, к ф/3 нужно добавить 
вклад вычета в точке к' при Ау(Му - c o s 9 /3) < к\ 
что будет соответствовать отражению падающей 
плоской волны ф, от участка 0 < х  < d нижней гра­
ницы раздела.

Далее, к ф//3 нужно добавлять вклады вычетов 
в полюсах а~„, если Ау (М у - c o s 9 /3) < а„ , и в по­
люсах а,, (/1 = 1,2,...) при их пересечении путем 
наибыстрейшего спуска, где а* — нули функции 
//(a)P( / sh(P(//0, лежащие в R,. При этом вклады 
точек а ;  = а 0, а также неустойчивого полюса а 0 
(Im&o > 0), определяемого дисперсионным урав­
нением Ан ,(а) = 0 для тангенциального разрыва в 
свободном пространстве [22], можно не учиты­
вать, т.к. неограниченный экспоненциальный 
рост вниз по потоку соответствующих членов не 
имеет физического смысла и является артефак­
том используемой модели 110, 11,221. Кроме того,
при 2 < п < N, как было отмечено, кс[х < а„  < к]Ь 
г.е. контур наибыстрейшего спуска не пересечет 
их. Физически эго объясняется тем, что в 
области 3 вычеты в этих точках даюг при у  -> -оо 
экспоненциально затухающие волны и в дальней 
зонее малы. Таким образом, остается только
вклад полюса а 2 = к \  который определяет отра­
женную от участка х  > d исходную волну ф,.

И, наконец, к ф ,л нужно также добавить вкла­
ды в полюсах а~ для углов k,./ (M l./  -  cos 9 /л ) < а~ 

(я > 1). Вклад полюса а 2 = к' соответствует про­
шедшей из области 3 в область 1 исходной волне ф,,
полюсов а~ (я > 2) — распространяющимся волно- 
водным модам, вышедшим в область 1, а вклад по­
люса а , = а„ можно не рассматривать по причине, 
указанной выше для ф//3.
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АНАЛИЗ
И ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПОЛУЧЕННОГО 

АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШ ЕНИЯ

Сосредоточим теперь внимание на цилиндри­
ческих волнах (~е'кг / ' / г  и сносящихся, конечно, 
средним потоком), рассеянных кромками сопла и 
крыла (24)—(26). Падающую, отраженную и про­
шедшую плоские волны мы далее не будем рассмат­
ривать, как не связанные с собственно рассеянием

на кромках. Кроме тою , само наличие уходящих 
плоских волн является следствием упрощенной по­
становки задачи, и в контексте поставленных в ра­
боте целей их подробное исследование не представ­
ляет интереса. Из (24) и (26) видно, что при задан­
ных частоте о  и параметрах среднего течения 
амплитуды волн, рассеянных на кромке крыла, 
могут существенно зависеть от геометрических 
параметров А и d:

a M ud) = A„w,f( а„)?
/<«„</

___=
F ~ (a~ )(k j(M j- c o s S , , , ) - ^ )  H (k') 

w;f (an) e " r"

F (a„)(к, ( Mj -  cos 3) -  a ~)pf/(cx„)sh(pr/(a „ )h)
a  -  a„

H '(a)(a -  kX la-KI„

где все a„ , кроме a 2 = к', являются функциями о тA.

Зависимость o r d  задается множителем в "‘"d. 
Что касается зависимости от А, то для п = 1 вели­
чина |о„| ведет себя как |о,| ~ е Rl|,',(“",A при А —> +эо, 
т.е. at(h,d) убывает при удалении крыла от слоя 
смешения, а для 2 < я < N (заметим, что число N 
также зависит от А) |о„| не является убывающей 
функцией, т.к. Repr/(a„) = 0. 13 то же время, при 
фиксированном значении А, для 2 < п < N величи­
на \ап\ не зависит от d, т.к. Im a„  = 0, а для aj" = a 0 
значение |a,| растет при увеличении d  как 
|fl | _ e imaj вследствие неустойчивости Кельвина- 
Гельмгольца. Это означает, что при достаточно 
больших d  и умеренных А или, другими словами, 
при уменьшении угла х~ вблизи кромки крыла, а 
значит, и в рассеянном кромкой поле, будет доми­
нировать именно поле, связанное с гидродинами­
ческой волной неустойчивости, определяющееся 
первыми слагаемыми в выражениях (24), (26). 
При увеличении угла х  рассеянное поле, наобо­
рот, будет определяться дифракцией главным об­
разом звуковых волн на кромке. Кроме того, при 
увеличении скорости спутного потока интенсив­
ность звука от дифракции волны неустойчивости 
на кромке крыла падает из-за уменьшения инкре­
мента неустойчивости lm a „ . Качественно все 
эти выводы соответствуют результатам экспери­
мента |3 |. Подчеркнем, что звуковое поле, связан­
ное с волной неустойчивости, появилось именно 
благодаря наличию кромки крыла в данной задаче, 
т.к. на ней произошло рассеяние гидродинамиче­
ского поля от волны неустойчивости в звуковые 
волны, связанное с необходимостью удовлетво­
рения разрывно изменившимся при переходе че­
рез значение х  = d ,y  = 0 граничным условиям.

Для проведения численных оценок выберем сле­
дующие параметры: G = Зл/4, р(/ = ру- =  1.21 кг/м3, 
ccf = Cj = 340 м/с, М, = 0.74. Мг/ = 0 .235 ,/=  300 Гц, 
h a d — переменные. Типичные значения для кон­
фигурации “струя—крыло” , на которые мы будем 
ориентироваться, А ~ 1 м, d  ~ 4 м. Для указанных 
значений безразмерные параметры, характеризую­
щие положение кромки сопла относительно кром­
ки крыла, имеют значения kc[h ~ 5, kcfd  ~ 22 >  1. 
На рис. 4 представлены диаграммы направленности 
поля акустического давления от рассеяния только 
волны неустойчивости на кромке крыла для d —4 м 
и значений А =  0.15, 0.45, 1.05 и 1.65 м, рассчи­
танные с помощью формул (22)—(24), (26) на ци­
линдрической поверхности радиусом г  =  100 м 
(kcfr »  550). Как видно, амплитуда рассеянного 
поля существенно увеличивается при приближе­
нии кромки крыла к слою смешения. Пик в диа­
грамме направленности под крылом связан с нулем 
функции //(a), приближающимся к действитель­
ной оси при увеличении А. Решение в дальней зоне, 
включающее все волны и полученное с помощью 
варианта метода перевала, учитывающего наличие 
простых полюсов вблизи пути наибыстрейшего 
спуска 125], не будет содержать подобных пиков, 
однако в контексте настоящей работы мы его не 
рассматриваем, интересуясь лиш ь частью, свя­
занной с волной неустойчивости.

Оценим теперь, насколько значим вклад в рас­
сеянное поле других членов из выражений (24), 
(25). Для этого в области кромки крыла (х = d, 
у = А) удобно сравнить между собой амплитуды

А„е '"А (п > I) всех мод, кроме волны неустойчиво­
сти, составляющих падающее поле для второй 
подзадачи (см. (17), (18)), отнесенные к амплиту­
де поля от волны неустойчивости Для рас­
сматриваемого случая при А =  1.05 м /V = 4:
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90°

Р и с . 4 .  Д и а г р а м м ы  н а п р а в л е н н о с т и  ( р а с с т о я н и е  о т  н а ч а л а  к о о р д и н а т  г =  100  м )  п о л я  а к у с т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  о т  р а с ­

с е я н и я  в о л н ы  н е у с т о й ч и в о с т и  н а  к р о м к е  к р ы л а .  (/) А = 0 . 15 м .  ( 2 )  А = 0 .4 5  м .  (3) Л = 1 -0 5  м .  (4) h = 1.65 м .

а 2 = *’ * -0.464*,/, а]  = -0.778*,/, а 4 * -0.589*,/. 
На рис. 5 прицелены величины отношений

(?„ = |л„//1||е ' , /; = 2,3,4 в зависимости от
расстояния d  и угла х- Как видно, если кромка 
крыла находится близко к слою смешения (видна 
из кромки сопла иод углом <20° для данного Л), 
поле от волны неустойчивости доминирует над 
всеми остальными волнами вблизи кромки. 
Поэтому в дальней зоне решение (нс считая плос­
ких волн) будет определяться в основном дифрак­
цией волны неустойчивости на кромке крыла.

Отметим, что в реальных течениях неограни­
ченного экспоненциального роста волн неустой­
чивости, конечно, не наблюдается: из-за расшире­
ния слоя смешения даже в линейном приближе­
нии инкремент неустойчивости снижается по мере

удаления от кромки сопла, и формируется волно­
вой пакете максимумом, расположенным на неко­
тором расстоянии от кромки сопла 116, 26|. Поэто­
му полученное нами решение остается качественно 
верным лиш ь при не слишком больших значениях 
параметра d.

Близкие результаты по рассеянию волны не­
устойчивости кромкой крыла для широкого диа­
пазона изменения параметра А можно получить и 
из следующих довольно простых соображений. 
Для тангенциального разрыва, сходящего с кром­
ки сопла в отсутствие крыла (т.е. когда А -> +■»), 
при падении на систему возбуждающего поля в 
течении возникает волна неустойчивости Кель­
вина-Гельмгольца [14, 221. Ее пространствен­
ное развитие характеризуется корнем а„  д и с­
персионного соотношения А,*,(а) = 0. В частно-
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( / )  a j  =  * ' *  -0 .464А Г/: (2) aj *  -Q .im cf : (.?) с ц  *  -0.589А ( / .

Р и с . 6 .

сти, в верхней среде амплитуда поля возмущений 
от волны неустойчивости, очевидно, ведет себя

как <рс/ ~ e l,""'''_Rc(,''<“o)>’, а в нижней — как <ру ~

~ е' RcP,<"°)'>’, т.е. 1юлна неустойчивости домини­
рует над остальными пульсациями в области углов

наблюдения -arc tg  *m a ° < Э < arctg—*m ^°— .
Repy(a„) R epf/(a„)

Если теперь зафиксировать полученное решение.

то становится очевидным, что при приближении 
крыла к струе (рис. 6) амплитуда рассеянного поля 
будет тем больше, чем меньше угол х> и будет доми­
нировать над остальными составляющими рассеян-

Im&oною  кромками поля при х < arctg
Rep(/(a„)

, т.е. ко­

гда кромка крыла попадает в область доминирова­
ния волны неустойчивости. Соответствующие 
полные формулы для рассеянного кромкой крыла
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Р и с .  7 .  Т р а е к т о р и я  д в и ж е н и я  в  к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и  б е з р а з м е р н о г о  п о л ю с а  ao /kcj , с о о т в е т с т в у ю щ е г о  н е у с т о й ч и ­
в о с т и  К е л ь в и н а —Г е л ь м г о л ь ц а ,  п р и  и з м е н е н и и  р а с с т о я н и я  И ( в  м е т р а х ) .

ноля могут быть легко получены, если в решении 
первой подзадачи (формула (12)) взять предел 
А -> +со, убрав при этом отраженную от верхней 
плоскости волну, а затем полученное решение 
подставить во вторую подзадачу в качестве пада­
ющего поля.

По сути, именно подобный подход был поло­
жен в основу теоретической модели, рассматри­
вавшейся в работе 181. Преимущество его состоит 
в том, что он сравнительно просто применяется к 
модельной конфигурации "круглая струя вблизи 
плоской пластины” , топологически близкой к ре­
альной системе "струя—крыло” . Основным же се­
рьезным допущением является предположение о 
независимости параметров волны неустойчиво­
сти от геометрии задачи и, как следствие, воз­
можные ошибки в амплитуде и фазе рассеянного 
поля. Для теоретической оценки величины по­
добных ошибок следует, вообще говоря, решить 
задачу об устойчивости круглой струи вблизи 
жесткой поверхности, что представляет суще­
ственные математические трудности. Определен­
ные выводы можно, однако, сделать и на основе 
решения двумерной задачи. Расчеты показывают, 
что для нашей модельной конфигурации реше­
ние, полученное на основе предположения о не­
зависимости параметров волны неустойчивости 
от взаимного расположения кромок крыла и соп­
ла, существенно отличается по амплитуде от 
решения, даваемого более точными выражения­
ми (22), (24), только для малых значений А (см. 
рис. 7 для выбранных численных параметров). 
Например, для случаев, изображенных на рис. 4, 
для А =  =  0.15 м получается практически равно­
мерное завышение амплитуды рассеянного кром­
кой крыла поля волны неустойчивости примерно 
на 5.9 дБ, для трех остальных значений А отличие 
двух подходов не превышает 1.2 дБ по всем углам 
наблюдения. Очевидно, что для конфигурации

“ круглая струя вблизи плоской пластины” зави­
симость параметров неустойчивости слоя смеше­
ния от расстояния между с труей и крылом являет­
ся более слабой, чем для плоского случая. Таким 
образом, из приведенных выше оценок можно сде­
лать вывод, что для круглой струи, находящейся 
вблизи плоскости крыла с убранной механизаци­
ей, вполне допустимо для получения предвари­
тельных оценок усиления шума использовать 
предположение о независимости характеристик 
ближнего поля струи, связанных с крупномасштаб­
ными структурами в слое смешения, от присут­
ствия крыла. Однако для случая крыла с отклонен­
ной механизацией |3 |, когда существенно меняется 
само среднее течение в струе, такой подход, по-ви­
димому, может быть справедлив лиш ь качественно, 
а в случае, когда струя находится настолько близко 
к крылу, что замывает отклоненный закрылок, 
механизм усиления шума может и качественно не 
описываться предлагаемой моделью и требует 
особого исследования.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Сформулируем кратко основные результаты 
настоящей работы. На примере двумерной мо­
дельной задачи рассмотрен возможный механизм 
усиления шума струи, расположенной вблизи 
крыла с убранной механизацией, связанный с рас­
сеянием волн неустойчивости Кельвина—Гельм­
гольца на кромке крыла. Показано, что рассеяние 
гидродинамического поля от волны неустойчиво­
сти на кромке крыла приводит к излучению зву­
ковых волн, амплитуда которых пропорциональ­
на амплитуде падающей на кромку крыла волны 
неустойчивости, т.е. существенно возрастает при 
уменьшении расстояния между слоем смешения 
и крылом. Для не слишком малых расстояний А 
между крылом и слоем смешения параметры вол-
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ны неустойчивости можно считать слабо завися­
щими от Л и близкими к параметрам свободной 
волны неустойчивости (в отсутствие крыла).

Отметим также следующее обстоятельство, 
имеющее значение с точки зрения развития под­
хода к моделированию шума турбулентных струй 
при наличии тел вблизи области турбулентного 
течения. Во многих подходах 127—301 шум сво­
бодной струи в дальней зоне может быть с удовле­
творительной точностью смоделирован с помо­
щью некоторого набора эквивалентных акустиче­
ских источников, являющихся правой частью 
волнового уравнения, параметры которых зави­
сят от характеристик среднего течения. При этом 
известно 1311, что существует бесконечное коли­
чество вариантов моделирования дальнего звуко­
вого поля некоторого источника с помощью эк­
вивалентных источников, различающихся на ис­
точники, не и злучающие звук. В задаче же о шуме 
струи вблизи крыла или экрана, как следует из ре­
зультатов настоящей работы, главную роль в уси­
лении шума в дальней зоне может играть процесс 
рассеяния на кромке крыла именно неизлучающих 
в отсутствие крыла гидродинамических возмуще­
ний вблизи внешней границы слоя смешения. От­
сюда следует, что для правильного моделирования 
шума подобной конфигурации необходимо кор­
ректное описание структуры ближнего поля струи.

Качественные представления о механизме уси­
ления шума за счет дифракции волн неустойчиво­
сти на кромке крыла позволяют также наметить не­
которые возможные способы влияния на величину 
данного эффекта. Такие способы можно разделить 
на две группы. К первой можно отнести способы, 
связанные с влиянием на структуру ближнего поля 
струи с целью снижения амплитуды наиболее 
энергонссущих крупномасштабных пульсаций в 
ближней зоне в области расположения кромки 
крыла: активные методы снижения амплитуды 
волн неустойчивости (см ., например, |14, 151); 
пассивные методы, связанные с модификацией 
кромки сопла (см., например, 132—341), которые 
влияют как на дальнее акустическое поле струи, 
так и на структуру течения самой струи. Ко вто­
рой группе можно отнести способы, связанные с 
влиянием на кромку крыла: модификацию ее 
формы и/или изменение импедансных свойств 
поверхности крыла вблизи кромки с целью сни­
жения интенсивности дифрагированной волны.

Авторы выражают благодарность профессору
В.Ф. Копьеву за интерес к данной работе и цен­
ные замечания. Работа выполнена при поддержке 
грантов РФФИ (№ №  13-01-00476-а и 14-01- 
31041-мол-а) и гранта Правительства РФ по по­
становлению №  220 “О мерах по привлечению ве­
дущих ученых в российские образовательные 
учреждения высшего профессионального образо­
вания” по договору №  I4.Z50.31.0032.

Приложение
Рассмотрим характерные особенности ф унк­

ции Н(а) и уточним вид областей регулярности Rt 
и R для интересующего нас случая со, -» + 0 . 
Очевидно, что точками ветвления функции //(а)

являются гол ько точки ^1.2 -  + 'h  
± м,

функции Ру, а простыми полюсами — корпи 
уравнения p^shfp^/i) = 0, в число которых входят

точки к,,п у = + — —
7 • I ±  М

-, остальные корни при этом
<■/

лежат на линии RePf / = 0 . Что касается нулей 
//(а), отметим следующее. Во-первых, среди них 
есть нуль а„, соответствующий неустойчивости 
Кельвина—Гельмгольца тангенциального разры­
ва, и комплексно сопряженный ему (при

о), -»  +0) а* . Нуль а 0, являющийся, как мы уви­
дим далее, полюсом для фурье-образов искомых 
функций, характеризуется тем, что для него 
I m a 0 < 0 при со, -»  +со и lm a 0 > 0 при со, -»  +0. 
Поэтому при выполнении обратного преобразо­
вания Фурье для случая со, -> +0 в соответствии с 
принципом причинности |20 | контур интегриро­
вания должен огибать а 0 сверху, при этом соот­
ветствующим образом деформируются и области 
регулярности R, и R. (рис. 2). При И -»  +со урав­
нение Щ а) = 0 вырождается в обычное дисперси­
онное соотношение для тангенциального разрыва, 
сходящего с кромки сопла в свободном простран­
стве 114, 23|, так что для дозвуковых течений и при

Мг/ < М ,<  1 обычно _ i ^ ^ o  _ 101«о __ j При
м/с,- со/с,

/; -»  +0 получаем для определения а„  уравнение 

Р.-/К/ = откуда a 0 -» -a>/Vcf + е(Л) -> +0.
Во-вторых, кроме а„  функция Н{а) может 

иметь при достаточно больших значениях kcfh 
конечное число нулей на линии кс/] < R ea  < 
< kj\ г» Im a  = 0, а также — бесконечное число ну­
лей, группирующихся вблизи линии R ea =

k(.t М сг
=  —-— тг и при Im a  -> ±оо стремящихся к значе-

1 - <
f  /  I т \ \

П И Я М
/

hyj\ -  М
л л -a rc tg

р / Ь Ш К )

[рсЛ / а/ Г - м ]
где

п е Z. Учитывая поведение Н(а) при |а| —> со в по­
лосе Rt  гг R , введем функцию /7,(а) =

/7(а)Ру

(а  -  а „ )(а  -  а,',)
р

si 1 - <
каго-
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рая обладает тем свойством, что |//,(а)| ~ 1 при 
|а | -»  оо в полосе R, п  R , а также не имеет нуля в 
точке а,,. Все нули, полюсы и точки ветвления а , 
для которых I m а  < 0 при со, -»  +со, будем считать 
входящими в R и не входящими в /? ,,ате ,д л я  ко­
торых Im a  > 0 при (о, —> +со — входящими в Я+ и 
не входящими в R . Втаком случае функция /?,(а) 
может быть (факторизована с помощью стандарт­
ной интегральной формулы Коши |21 |, причем
| /7,*(a)| ~ I и | /7Г (а)| ~ I при |а| —>  оо в своих полосах 
регулярности. Итак, для искомой факторизации 
//(а) = // (а)// (а) можно записать

f tT a )  =  f f , W a ~ a | ’ ) i a ~ a < > ) *

/ /  (а) = //■(а)
р ;  ’

гдеР.'/ = J(I±M </) а  ±- V

ению / /  '(а) -  а 3/2 при |а| -> оо в R,, а //  (а) -  а  
при |а| -» оо в R .

± К /
, причем по постро-
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