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М а т е м а т и ч е с к и е  м о д е л и  р а с п р о с т р а н е н и я  
у п р у г и х  в о л н  в  у п р у г и х  с т е р ж н е  и  о б о л о ч к е  в е с ь ­
м а  с х о ж и .  Г р а н и ч н о - к о н т а к т н а я  з а д а ч а  д л я  о б о ­
л о ч к и  о т л и ч а е т с я  о т  а н а л о г и ч н о й  д л я  с т е р ж н я  
п о я в л е н и е м  д о п о л н и т е л ь н о й  г р а н и ч н о й  п о в е р х ­
н о с т и ,  ч т о  п р и в о д и т  к  д о п о л н и т е л ь н ы м  н е и з в е с т ­
н ы м  к о э ф ф и ц и е н т а м ,  к о т о р ы е  о п р е д е л я ю т с я  и з  
д о п о л н и т е л ь н ы х  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .  С д р у г о й  
с т о р о н ы ,  в о л н о в ы е  п р о ц е с с ы  в  о б о л о ч к е  н а  в ы с о ­
к и х  ч а с т о т а х  м а л о  ч е м  о т л и ч а е т с я  о т  т а к и х  ж е  в  
с л о е .  П о э т о м у  в п о л н е  о б о с н о в а н н о  р а с с м а т р и ­
в а т ь  э т и  с т р у к т у р ы  о д н о в р е м е н н о .  Н а ч н е м  с  н а и ­
б о л е е  п р о с т о й  и з  н и х  — с о  с т е р ж н я .

В  р а б о т е  111 р а с с м о т р е н о  в о л н о в о е  д в и ж е н и е  в 
и з о т р о п н о м  у п р у г о м  с л о е .  В  д а н н о й  р а б о т е ,  к а к  в
12 — 6 | ,  а н а л и з и р у ю т с я  ф а з о в ы е  с к о р о с т и  у п р у г и х  
в о л н  в  и з о т р о п н о м  ц и л и н д р и ч е с к о м  с т е р ж н е  
п р о и з в о л ь н о г о  р а д и у с а  а. В  о т л и ч и е  о т  12 —6 1 о б ­
р а т и м с я  к  с т р о г о м у  р е ш е н и ю  з а д а ч и  о  ф а з о в о й  
с к о р о с т и  т р е х м е р н о й  и з г и б н о й  в о л н ы  в  т а к о м  
с т е р ж н е  | 7 — 1 0 | .  Н о в и з н а  д а н н о г о  и с с л е д о в а н и я  
з а к л ю ч а е т с я  в  в ы ч и с л е н и и  ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  
т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  и з о т р о п н ы х  с т е р ж н е й  
и  о б о л о ч е к  с  п о м о щ ь ю  с т р о г о г о  м е т о д а ,  о с н о в а н ­
н о г о  н а  и с п о л ь з о в а н и и  у р а в н е н и й  д и н а м и ч е с к о й  
т е о р и и  у п р у г о с т и  и  п о т е н ц и а л а х  Д е б а я  и  “ т и п а  
Д е б а я ” .

П л о т н о с т ь  м а т е р и а л а  с т е р ж н я  о б о з н а ч и м  ч е ­
р е з  р ,  к о э ф ф и ц и е н т ы  Л а м е  —  А. и  ц ,  и з о т р о п н ы й  
с т е р ж е н ь  п о м е ш е н  в  в а к у у м .  В е к т о р  с м е щ е н и я  
с т е р ж н я  и п о д ч и н я е т с я  у р а в н е н и ю  Л а м е

(А. +  2 p ) g r a d d i v u  -  p r o t r o t  u = -pto2u, (I) 
г д е  со — к р у г о в а я  ч а с т о т а  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а ­
н и й .  П о  т е о р е м е  Г е л ь м г о л ь ц а  в е к т о р  с м е ш е н и я  и

у п р у г о г о  с т е р ж н я  п р е д с т а в л я е т с я  в  в и д е  к о м б и ­
н а ц и и  с к а л я р н о й  ф у н к ц и и  Ф  и  в е к т о р н о й  ф у н к ­
ц и и  А :

u =  — g r a d  Ф  +  r o t  А .  ( 2 )

В е к т о р н а я  ф у н к ц и я  А  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  п о т е н ц и ­
а л ы  “ т и п а  Д е б а я "  х  и  Ф  1 1 1, 1 2 1, к о т о р ы е  б л и з к и  к  
п о т е н ц и а л а м  Д е б а я  Uи  К | 7 | ,  н о  в  о т л и ч и е  о т  н и х ,  
б о л е е  у д о б н ы  д л я  п р и м е н е н и я  в  ц и л и н д р и ч е с к о й  
с и с т е м е  к о о р д и н а т :

А  =  у_е + я г о И Ф е ) ,  ( 3 )

г д е  е  — е д и н и ч н ы й  в е к т о р .  П о т е н ц и а л ы  Д е б а я  
и л и  “ т и п а  Д е б а я ”  п о з в о л я ю т  р а з д е л и т ь  п е р е м е н ­
н ы е  в  в е к т о р н о м  у р а в н е н и и  Г е л ь м г о л ь ц а ,  к о т о р о ­
м у  п о д ч и н я е т с я  в е к т о р н а я  ф у н к ц и я  А .  В  т р е х м е р ­
н о м  с л у ч а е  б е з  н и х  э т о  с д е л а т ь  н е в о з м о ж н о ,  т а к  
к а к  п р и  п р о е к т и р о в а н и и  в е к т о р н о г о  у р а в н е н и я  
н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и  к о м п о н е н т ы  в е к т о р н о й  
ф у н к ц и и  п р и с у т с т в у ю т  в п е р е м е ш к у  в о  в с е х  т р е х  
с к а л я р н ы х  у р а в н е н и я х .

В в е д е м  в  р а с с м о т р е н и е  к р у г о в ы е  ц и л и н д р и ч е ­
с к и е  к о о р д и н а т ы  г. ф , Z- Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о м п о ­
н е н т ы  в е к т о р а  с м е ш е н и я  и ( ц г ,ц щ, м . )  п р е д с т а в л я ­
ю т с я  ч е р е з  п о т е н ц и а л  Ф  и  ц и л и н д р и ч е с к и е  к о м ­
п о н е н т ы  ф у н к ц и и  А (Аг.А9.А.) 17 ,  8 | :

/ /  ~  ■ дФ ̂ \_d± _ DAv>иг Dr г З ф Dz '
_ 1 д Ф , дАг З Л .

Иф = г Зф Dz дг
З Ф  , '-А +DA„

иг ~ dz '■ф ' дг
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4 ИЛЬМЕНКОВ и др.

С, м/с

Р и с .  1 . Ф а з о в ы е  с к о р о с т и  п е р в ы х  т р е х  м о д  и з г и б н о й  
в о л н ы .

ди,.
дг ----- иф + -

\диг 
г д ф

=  0 .

диг | ди.
dz дг

=  0 .

( Ю )

( И )

П о д с т а в л я я  р а з л о ж е н и я  ( 8 )  в  г р а н и ч н ы е  у с л о ­
в и я  ( 9 ) — ( 1 1 ) ,  п р и х о д и м  к  о п р е д е л и т е л ю  3 - г о  п о ­
р я д к а

Д =
« п  а п  «13

«21 «22 «23 

«31 «32 «33

( 1 2 )

г д е

« п  = - ( А .  +  2 ц ) У ^ ( Л ’о )  +

+  x | j a ' V  +k7) jm{h'a)-a 'J'm(Ha)j ,

Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о м п о н е н т ы  Ап Л ф, А. ф у н к ­
ц и и  А ,  в ы р а ж е н н ы е  ч е р е з  п о т е н ц и а л ы  х  и  Ч * , м о ­
г у т  б ы т ь  з а п и с а н ы  в  с л е д у ю щ е й  ф о р м е :

А  =  * И . ( 5 )
г  д ф

а д Ч ' ( 6 )

Аг ~ X- ( 7 )

П о т е н ц и а л ы  Ф ,  х ,  4 х м о г у т  б ы т ь  р а з л о ж е н ы  п о  с о б ­
с т в е н н ы м  ф у н к ц и я м  с к а л я р н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
г о л ь ц а :

«12  =  2[iaikJ” (K'a),

« 1 3  -  2\ха 'm{j'm(K'a)-a ' Л „ ( к ' а ) ) ,

« 2 1  =  2 р а  1 J'm(h'a)-a ' jm(h'a)j,

а2 2  =  Ъ'кта 'Jт(к а) -  2ikmJ'm(K а),

« 2 3  =-J'm(K'a)-m2a 2J „ ( K ' a )  +  a ~ ' j ' m ( K ' a ) ,  

«31 =  - 2 ikJ'„(Ha), 

аЪ2 = «-1У̂ , (к’«)[/я2 - «  2A2 +  l j -
со

Ф  =  Л га/ т ( Л > ) с о 5 ( / и ф ) ,
т= 0

-  2 т 2« 2/ т (к'д) -  УЛ к'«) -  « -С  (к'«)>

a2i = ikma ' / т ( к ' а ) .

Т  =  BJm ( к > )  c o s  (л и р ) ,
т= 0
со

X  =  e ' * ^ C „ , / m ( K V ) s i n ( / w p ) ,
т=1

( 8 )

(  7  ч 1 / 2  / 2  7 \*/^
г д е  /;’ =  1Л -Л‘1 ;  к’ =  1 к  -  Л‘1 ;  И —  в о л н о в о е  

ч и с л о  п р о д о л ь н о й  в о л н ы  в  м а т е р и а л е  с т е р ж н я ;  к  — 
в о л н о в о е  ч и с л о  п о п е р е ч н о й  в о л н ы ;  к —  и с к о м о е  
в о л н о в о е  ч и с л о  т р е х м е р н о й  и з г и б н о й  в о л н ы ;  
J m ( H r )  —  ц и л и н д р и ч е с к а я  ф у н к ц и я  Б е с с е л я ;  А„„  

В,„, С„, — н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  к о т о р ы е  
о п р е д е л я ю т с я  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  н а  п о в е р х н о ­
с т и  с т е р ж н я  -  н о р м а л ь н о е  и  к а с а т е л ь н ы е  н а п р я ­
ж е н и я  о т с у т с т в у ю т :

О п р е д е л и т е л ь  ( 1 2 )  п о л у ч и л с я  о д н и м  и  т е м  ж е  к а к  
п р и  и с п о л ь з о в а н и и  п о т е н ц и а л о в  Д е б а я ,  т а к  и  п р и  
и с п о л ь з о в а н и и  п о т е н ц и а л о в  “ т и п а  Д е б а я ” , ч т о  я в ­
л я е т с я  к о с в е н н ы м  п о д т в е р ж д е н и е м  п р а в и л ь н о с т и  
в ы б р а н н о г о  с п о с о б а  р е ш е н и я  з а д а ч и .  П р и р а в н и ­
в а я  о п р е д е л и т е л ь  ( 1 2 )  н у л ю ,  ч т о  о б е с п е ч и в а е т  е г о  
н е т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е ,  а  р а д и у с  с т е р ж н я  а = 1 .0 , 
п о л у ч а е м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  н а ­
х о ж д е н и я  в о л н о в ы х  ч и с е л  т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  
в о л н .  Т а к ж е  б ы л и  в ы п о л н е н ы  р а с ч е т ы  д л я  ф а з о в ы х  
с к о р о с т е й  п р о д о л ь н о й  и  и з г и б н о й  в о л н .

Д л я  о ц е н к и  р е а к ц и и  ж и д к о с т и  н а  ф а з о в ы е  
с к о р о с т и  в  с т е р ж н е ,  о н  б ы л  п о м е ш е н  в  в о д у ,  т о г д а  
к  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 9 ) — ( 1 1 ) д о б а в л я е т с я  у с л о ­
в и е  н е п р е р ы в н о с т и  н о р м а л ь н ы х  к о м п о н е н т  в е к ­
т о р а  с м е ш е н и я  в  с т е р ж н е  и  ж и д к о с т и :

дг
3 1  =  0 ( 9 ) д Ф ,

t r  дф  г d z L o д г г ~ а
( 1 3 )
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФАЗОВЫХ СКОРОСТЕЙ ТРЕХМЕРНЫХ ИЗГИБНЫХ ВОЛН 5

(а )

( б )

Р и с .  2 .  Д е ф о р м а ц и и  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  п р и  р а с п р о с т р а н е н и и  и з г и б н о й  ( а )  и  п р о д о л ь н о й  ( б )  о с е с и м м е т р и ч ­
н ы х  в о л н .

гд е
со

Ф ,  = е ' * г ^ О т я 1 ' ) ( У > ) с о 8 ( /и ф ) .  ( 1 4 )
т=О

/  ? П 1/ 2З д е с ь  у '  =  1 у "  -  к"\ ; у  — в о л н о в о е  ч и с л о  т р е х м е р ­

н о й  в о л н ы  в  ж и д к о с т и ;  / / ^ " ( y V )  — ф у н к ц и я  Х а н -  
к е л я ;  1)„, -  н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  о п р е д е ­
л я е м ы е  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й .

У с л о в и е  ( 9 )  с т а н о в и т с я  н е о д н о р о д н ы м :

к о м п л е к с н ы м и  и з - з а  и з л у ч е н и я  с т е р ж н я ,  в ы з ы ­
в а ю щ е г о  н е о б р а т и м ы е  п о т е р и .  В  о т л и ч и е  о т  
с т е р ж н я  и з г и б н а я  в о л н а  в  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о ­
л о ч к е  м о ж е т  б ы т ь  и  т р е х м е р н о й ,  и  д в у м е р н о й  
( о с е с и м м е т р и ч н о й ) .  Н а  р и с .  2  с х е м а т и ч н о  п о к а ­
з а н а  д е ф о р м а ц и я  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  п р и  
р а с п р о с т р а н е н и и  в  н е й  о с е с и м м е т р и ч н ы х  и з г и б ­
н о й  ( а )  и  п р о д о л ь н о й  ( б )  в о л н .  Р е з у л ь т а т  11 3 1 б ы л  
и с п о л ь з о в а н  в  р а б о т а х  11 4 1 и  11 5 1 п р и  и з у ч е н и и  
ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  у п р у г и х  в о л н  в  и з о т р о п н о й  
ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к е .

(к + 2 р ) ^  + + ~«г + = РоСо2Ф „ (15)
д г у г  9ф г dz Дг̂

г д е  р () — п л о т н о с т ь  ж и д к о й  с р е д ы .  П о д с т а в л я я  р а з ­
л о ж е н и я  ( 8 )  и  ( 1 4 )  в  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 1 0 ) ,  ( I I ) ,  
( 1 3 )  и  ( 1 5 ) ,  п р и х о д и м  к  о п р е д е л и т е л ю  4 - г о  п о р я д к а :

Д  = ( 1 6 )

О ц  <7,2 <7,3 <7|4 

f l 2 l а 22 ° 2 3  а 24 

а 3 \ а 32 а 33 й 34 

<?41 а 42 а 43 а 44

г д е  э л е м е н т ы  < 7 ,,— < 7 „  с о в п а д а ю т  с  ( 1 2 ) ,  <7Ы =

=  р п<02/ / ш(у'<7), <7,4= 0 , <7 ,4=0 , <741 = - 7 ; ( / j'< 7 ),

<742 = a ik J 'm ( K 'a ) ,  <743 = a  к 'а ), <744 = - Н ' т( у ' а ) .

П р и  н а л и ч и и  ж и д к о с т и  в о л н о в ы е  ч и с л а  к, о б ­
р а щ а ю щ и е  о п р е д е л и т е л ь  ( 1 6 )  в  н о л ь ,  с т а н о в я т с я

П р и  и з у ч е н и и  и з г и б н о й  в о л н ы  в  и з о т р о п н о й  
ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к е  и с п о л ь з у е т с я  т о т  ж е  
с а м ы й  м а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т ,  ч т о  и  п р и  и з у ч е ­
н и и  и з г и б н ы х  в о л н  в  с т е р ж н е ,  н о  с  у ч е т о м  в т о р о й  
( в н у т р е н н е й )  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  у в е л и ч и в а ­
е т с я  ч и с л о  н е и з в е с т н ы х  и  ч и с л о  г р а н и ч н ы х  у с л о ­
в и й .  Т е п е р ь  р а з л о ж е н и я  п о т е н ц и а л о в  Ф ,  V и  U 
п р и н и м а ю т  в и д  1 16 — 1 8 1

Ф = <?'*: £  c o s /иф[Лт/ т  (/»>)+ B m N m ( h ' r ) ) ,

т=0
сю

V = e‘kz ̂  c o s  тиф  \CmJ т ( к ’ г )  +  DmNm{K'r)], ■
т=О

00

U =  <?'*; ^ s i n / r n p [ £ m. / m ( K 7 )  +  F m7Vm ( K > ) ] ,
т=1

(17)
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6 ИЛЬМЕНКОВ и лр.

С. м/с

Р и с .  3 .  Ф а з о в ы е  с к о р о с т и  т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  
в  с т а л ь н ы х  о б о л о ч к а х .

г д е  Н = -  к2У  ;  к '  =  (А ,2 -  к2) /  ; /V ,,,( / ; ’/• )  -  ц и ­

л и н д р и ч е с к а я  ф у н к ц и я  Н е й м а н а ;  А„,,Вт,Ст, 
Dm, Е,„, Fm — н е и з в е с т н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы ,  о п р е д е ­

л я е м ы е  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  н а  в н е ш н е й  ( г  =  а) 
и  в н у т р е н н е й  ( г  =  Ь) п о в е р х н о с т я х  о б о л о ч к и .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я ,  з а к л ю ч а ю щ и е с я  в  о т с у т ­
с т в и и  н а п р я ж е н и й  н а  о б е и х  п о в е р х н о с т я х  о б о ­
л о ч к и  (г = а  и  г  =  Ь), п р и н и м а ю т  в и д

<Х+Ч 1 ) +

П о с л е  п о д с т а н о в к и  р а з л о ж е н и й  ( 1 7 )  в  г р а н и ч н ы е  
у с л о в и я  ( 1 8 ) — ( 2 0 )  ( с  и с п о л ь з о в а н и е м  о р т о г о н а л ь ­
н о с т и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  c o s / ж р  и  
s i n / ж р )  п р и х о д и м  к  о п р е д е л и т е л ю  ш е с т о г о  п о р я д ­
к а  д л я  м о д ы  т т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  с л е д у ­
ю щ е г о  в и л а  11 6 — 18 | :

С ,  м / с

Р и с .  4 .  Ф а з о в ы е  с к о р о с т и  т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  
в  а л ю м и н и е в ы х  о б о л о ч к а х .

« I I  «12 «13  «14 «15  «10 

«21 «22  «23  «24  «25  «20 

д _  «31 «32  «33  «34  «35  «30  q  J )

«41 «42  «43  «44  «45  «40 

«51 «52  «53  «54  «55  «50 

«01 «02  «03  «04  «05  «00

В ы р а ж е н и я  д л я  ч л е н о в  о п р е д е л и т е л я  ( 2 1 )  д а н ы  в  
11 7 1. П р и р а в н и в а я  о п р е д е л и т е л ь  ( 2 1 )  н у л ю ,  п о л у ­
ч и м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  в о л н о в ы х  
ч и с е л  м о д ы  т т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  в  и з о ­
т р о п н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к е  п р о и з в о л ь ­
н о й  ( н о  п о с т о я н н о й )  т о л щ и н ы .

Р е ш е н и е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д л я  
с т а л ь н ы х  и  а л ю м и н и е в ы х  о б о л о ч е к  р а з л и ч н о й  т о л ­
щ и н ы  п р е д с т а в л е н о  н а  р и с .  3  и  4 ,  п р и  э т о м  н а р у ж ­
н ы й  р а д и у с  а б ы л  п р и н я т  р а в н ы м  1 .0 , а  в н у т р е н н и й  
р а д и у с  b п р и н и м а л  д в а  з н а ч е н и я :  b =  0 .9 9  ( с п л о ш ­
н а я  к р и в а я )  и  b =  0 .8  ( п у н к т и р н а я  к р и в а я ) .  Н а  
г р а ф и к а х  п о к а з а н ы  з н а ч е н и я  с к о р о с т е й  п р о д о л ь ­
н о й  (с,), п о п е р е ч н о й  (с2) и  в о л н ы  Р э л е я  (сК). З н а ч е ­
н и е  т— 1 с о о т в е т с т в у е т  н у л е в о й  м о д е  и з г и б н о й  
в о л н ы ,  с к о р о с т ь  к о т о р о й  а с и м п т о т и ч е с к и  с т р е м и т ­
с я  к  с к о р о с т и  в о л н ы  Р э л е я  ся; A  = c j f  -  д л и н а  
п р о д о л ь н о й  в о л н ы  в  м а т е р и а л е  о б о л о ч к и , /  — ч а ­
с т о т а  в о л н ы  в  г е р ц а х .  Н а  р и с .  3  п о к а з а н ы  ф а з о в ы е
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С, м/с гд е

аи = - ( Х  +  2 ц ) У о ( / / о )  +  А. k2J0(h'a) — a 'j'o(h'a)

« 1  2 =  - ( > .  +  2 ц )  N’(i(h'a) +

+ Х k2N0(tia)-a N'0(h'a)

а , 3 =  -2i\ikJ[ ( к ’а ) ,

а , 4 =  - 2 / ц Л : Л ^ ( к 'а ) ,

а2, =-(А . + 2ц)Уо (ЛГА) + Я.[а2У0(ЛГА)-А"^(М ) , 

а 22 =  - ( X  +  2 ц ) N'0'(h’b) + x [ * 2/V 0 ( / j’ Z>)- b~lN’0(Hb) ,

а 23 =  - 2 /ц А :У |  ( к ' 6 ) .

Р и с .  5. Ф а зо в ы е  с к о р о с т и  и з ги б н о й , п р о д о л ь н о й  и
к р у т и л ь н о й  о с е с и м м е тр и ч н ы х  во л н  в  о б о л о ч ке . а 24 =  — ИцкЫ\( к ' / > ) ,  а , ,  =  -2ikJ'(l (И а).

с к о р о с т и  т р е х м е р н ы х  и з г и б н ы х  н о л и  в  с т а л ь н ы х  
о б о л о ч к а х ,  н а  р и с .  4  — в  а л ю м и н и е в ы х .

О б р а т и м с я  к  о с е с и м м е т р и ч н ы м  и з г и б н ы м  и  
п р о д о л ь н ы м  в о л н а м .  В  с о о т в е т с т в и и  с  1 1 6 , 1 7 1 в  
о с е с и м м е т р и ч н о м  с л у ч а е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  
( 1 8 ) —( 2 0 )  у п р о щ а ю т с я :  у с л о в и е  ( 1 9 )  и с ч е з а е т ,  а 
у с л о в и е  ( 18 )  п р и н и м а е т  в и д :

( 2 2 )
О п р е д е л и т е л ь  4 - г о  п о р я д к а ,  п о л у ч а е м ы й  и з  г р а ­
н и ч н ы х  у с л о в и й ,  и м е е т  в и д  11 6 — 1 8 1

Д  =

« I I  «12 « 13  «14 

«21 « 2 2  « 2 3  «24 

«31 «32 « 33  «34 

«41 «42  « 43  «44

( 2 3 )

«32 =  -2ikN'0(tia),
а „  =  Л:2У , ( к ’а )  -  У , ( к ' а )  +  У , ' ( к 'а )  + У ,"  ( к ’ а ) ,  

а , 4 =  £ 2/ У , ( к ' а ) -  У У , ( к 'а ) +  iV,’ ( K ’ a )  +  /V,” ( к ' а ) ,  

а 4| =  - 2 ikJ'0(h'b), а 42 =  -2ikN'0(tib),

а 43 =  k  2 У , ( к ' 6 )  -  У , ( к'Ь) + У ( к'Ь) + У  ( к'Ь),

« «  =  k 2 N t (к'Ь) -  N , ( K b )  +  N [  ( к ' Ь )  +  N " ( K ' b ) .

Р а с к р ы в а я  о п р е д е л и т е л ь  ( 2 3 )  и  п р и р а в н и в а я  е г о  
н у л ю ,  п о л у ч а е м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  
д л я  в о л н о в ы х  ч и с е л  и з г и б н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  о с е ­
с и м м е т р и ч н ы х  в о л н .

О п р е д е л и т е л ь  д л я  о с е с и м м е т р и ч н ы х  к р у т и л ь ­
н ы х  в о л н  д а с т с я  в 1 1 7 1:

а  'У |’ ( К | а ) - У , ( к ; а ) а  2 а  1 / V ( к , а )  -  /V , ( к , а ) а  

Ь 'у | ’ ( к , / ) )  -  b~2Jt (кф) b~'N\(кф) -  b~2Nt (кф)

/  2 2 \* /2
г д е  к ,  =  ( £ ; - < : " )  ,  к — и с к о м о е  в о л н о в о е  ч и с л о  
о с е с и м м е т р и ч н о й  к р у т и л ь н о й  в о л н ы  в  о б о л о ч к е .  
П р и р а в н и в а я  о п р е д е л и т е л ь  ( 2 4 )  н у л ю ,  п о л у ч и м  
х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  в о л н о в ы х  ч и ­
с е л  о с е с и м м е т р и ч н ы х  к р у т и л ь н ы х  в о л н .

Н а  р и с .  5  п р е д с т а в л е н ы  ф а з о в ы е  с к о р о с т и  о с е ­
с и м м е т р и ч н ы х  и з г и б н ы х ,  п р о д о л ь н ы х  и  к р у т и л ь ­
н ы х  в о л н :  к р и в а я  /  х а р а к т е р и з у е т  ф а з о в у ю  с к о ­
р о с т ь  н у л е в о й  м о д ы  и з г и б н о й  в о л н ы ;  2— н у л е в о й

м о д ы  п р о д о л ь н о й  в о л н ы ;  к р и в ы е  3, 4, 5— н е н у л е ­
в ы х  м о д  п р о д о л ь н о й  и  и з г и б н о й  в о л н ;  п р я м а я  6 — 
н у л е в о й  м о д ы  к р у т и л ь н о й  в о л н ы ;  7 — п е р в о й  м о ­
д ы  к р у т и л ь н о й  в о л н ы ;  Л  =  с , / / .

Д л я  о п р е д е л е н и я  в л и я н и я  в н е ш н е й  и  в н у т р е н ­
н е й  ж и д к и х  с р е д  н а  д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е  ф а з о ­
в ы х  с к о р о с т е й  о б о л о ч к и  к  о п р е д е л и т е л ю  ш е с т о г о  
п о р я д к а  ( 2 1 )  д о б а в л я е т с я  д в а  с т о л б ц а  и  д в е  с т р о ­
к и ,  и  о н  п р е в р а щ а е т с я  в  о п р е д е л и т е л ь  8 - г о  п о р я д -
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к а ,  а  о п р е д е л и т е л ь  4 - ю  п о р я д к а  — в  о п р е д е л и т е л ь
6 - г о  п о р я д к а .  П о т е н ц и а л ы  з в у к о в ы х  в о л н  Ф ,  ( в о  
в н е ш н е й  с р е д е )  и  Ф ,  ( в  з а п о л н е н и и  о б о л о ч к и )  
р а с к л а д ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м  п о  ц и л и н ­
д р и ч е с к и м  ф у н к ц и я м :

ф ,  =  ^ ^ / / ^ ( y ^ c o s w / t p c ' * ' ' ,  ( 2 5 )
т-О

ф 2 =  X  к n,J п,  (уi r ) C O S > щ е 1к\  ( 2 6 )
т - 0

г д е  у ,  =  у1(ш/с,)2 - к 2\ у 2 = у](<о/сА)2 -  к 2:;  с ,  и  с 4 -  
с к о р о с т и  з в у к а  в о  в н е ш н е й  и  в н у т р е н н е й  с р е д а х  
с о о т в е т с т в е н н о .

С о с т а в л я ю щ а я  в о л н о в о г о  в е к т о р а  в д о л ь  о с и  
z = >  к т а к а я  ж е ,  к а к  и  в  о б о л о ч к е ,  в  с и л у  з а к о н а  
С н е л л и у с а .  П р и  э т о м  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 1 8 )  д л я  
н о р м а л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  н а  о б е и х  п о в е р х н о с т я х  
о б о л о ч к и  т р а н с ф о р м и р у е т с я :

( А . +  2 р)(диг/дг) +

+  А
1 р У + x-ur +{dujdz) +  /с о р |Ф |  = 0 ( г= в .

( 2 7 )

г д е  Р | — п л о т н о с т ь  н а р у ж н о й  с р е д ы ;

( А  +  2ц)(диг/дг) +

+ А +  / ( о р , Ф 2 = 0 | Г=А,
( 2 8 )

г д е  р 2 -  п л о т н о с т ь  в н у т р е н н е й  с р е д ы .  Д о б а в я т с я  
е щ е  д в а  г р а н и ч н ы х  у с л о в и я  н а  о б е и х  г р а н и ц а х  
о б о л о ч к и :  н е п р е р ы в н ы  н о р м а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  
в е к т о р а  с м е щ е н и я .

Д Ф  | \SA. _ д \ д Ф ,
=  0. ( 2 9 )дг г Дф dz д г г=а

Д Ф  ( 1 дА. 
дг г Дф

дА„ д Ф 2
=  0 .

г=Ь
( 3 0 )

dz дг
В  о с е с и м м е т р и ч н о м  с л у ч а е  у с л о в и е  ( 2 2 )  т р а н с ­

ф о р м и р у е т с я  к а к :

)  +  А “ « г  + +  /< 0 Р |Ф |г l  dz J г

)  +  А V 'df у +  / а ) р 2Ф ,
1 _г dz J. г
ie  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в  о с е с

- 0 .  ( 3 1 )  

=  0 . ( 3 2 )

н о м  с л у ч а е :

З д е с ь

дФ _дА _ д Ф |  _  0. 

дг dz дг Ч , = в ’
Д Ф  _  дЛ Д Ф 2 _  

d r  dz дг ~ W

Ф , =С0Н")(у1г)е'кг,
ф 2  =  K o J 0 ( y 2r ) e ikz.

( 3 3 )

( 3 4 )

( 3 5 )

( 3 6 )

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 2 7 ) ,  ( 2 8 )  и  ( 3 3 ) ,  ( 3 4 )  д о б а в я т  к  
о п р е д е л и т е л ю  д в е  с т р о к и ,  а  м н о ж и т е л и  п р и  н е и з ­
в е с т н ы х  к о э ф ф и ц и е н т а х  Gm,Km и л и  6 ’(|, К0 ( о с е ­
с и м м е т р и ч н а я  з а д а ч а )  д о б а в я т  д в а  с т о л б ц а .  
П р и  э т о м  в  к а ж д о м  и з  э т и х  д в у х  с т о л б ц о в  о т л и ч ­
н ы м и  о т  н у л я  б у д у т  т о л ь к о  д в е  с т р о к и .  Е с л и  о б о ­
л о ч к а  г р а н и ч и т  с  ж и д к о с т ь ю  т о л ь к о  с  о д н о й  с т о ­
р о н ы  (а  с  д р у г о й  п о - п р е ж н е м у  в а к у у м ) ,  т о  о п р е д е ­
л и т е л ь  д л я  н а х о ж д е н и я  в о л н о в ы х  ч и с е л  б у д е т  
и м е т ь  с е д ь м о й  п о р я д о к  в  т р е х м е р н о й  з а д а ч е  и  п я ­
т ы й  п о р я д о к  в  о с е с и м м е т р и ч н о м  с л у ч а е ,  т .е .  к  
о п р е д е л и т е л я м  ( 2 1 )  и  ( 2 3 )  с о о т в е т с т в е н н о  д о б а ­
в я т с я  п о  о д н о й  с т р о к е  и  о д н о м у  с т о л б ц у .

О с н о в н о й  р е з у л ь т а т  п р е д с т а в л е н н о г о  в  с т а т ь е  
и с с л е д о в а н и я  б а з и р у е т с я  н а  т о м ,  ч т о  п о т е н ц и а л ы  
Д е б а я  и  “ т и п а  Д е б а я ”  в п е р в ы е  б ы л и  п р и м е н е н ы  к  
з а д а ч е  в ы ч и с л е н и я  ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  т р е х м е р ­
н ы х  и з г и б н ы х  в о л н  в  и з о т р о п н ы х  ц и л и н д р и ч е ­
с к и х  с т е р ж н я х  и  о б о л о ч к а х .  П о  м н е н и ю  а в т о р о в ,  
м н о г о ч и с л е н н ы е  п о п ы т к и  н а х о ж д е н и я  э т и х  д и с ­
п е р с и о н н ы х  к р и в ы х  ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  б е з  и с ­
п о л ь з о в а н и я  п о т е н ц и а л о в  Д е б а я  и л и  “ т и п а  Д е б а я "  
з а к а н ч и в а л и с ь  н е у д а ч е й ,  п о с к о л ь к у  р а з д е л и т ь  п е ­
р е м е н н ы е  в  в е к т о р н о м  у р а в н е н и и  Г е л ь м г о л ь ц а  в  
т р е х м е р н о м  с л у ч а е  п о - д р у г о м у  н е л ь з я .  А в т о р ы  р а ­
б о т  11 —6 | ,  о п и р а я с ь  н а  т е о р и ю  у п р у г о с т и  Д я в а ,  с у ­
м е л и  п о д о б р а т ь  р а д и а л ь н ы е  з а в и с и м о с т и  к о м п о ­
н е н т  в е к т о р а  с м е щ е н и я  и з о т р о п н о г о  с т е р ж н я  
( с  и с п о л ь з о в а н и е м  ф у н к ц и й  Б е с с е л я ) ,  ч т о  п о з в о ­
л и л о  и м  в ы ч и с л и т ь  д и с п е р с и о н н у ю  к р и в у ю  п е р ­
в о й  м о д ы  и з г и б н о й  в о л н ы ,  н о  п р и  э т о м  о с т а е т с я  
н е я с н ы м :

( 1 )  н а с к о л ь к о  т о ч н о  э т о  р е ш е н и е ;

( 2 )  к а к  н а й т и  ф а з о в ы е  с к о р о с т и  д р у г и х  м о д  и з ­
г и б н о й  в о л н ы .

У т о ч н е н н а я  т е о р и я  и з г и б н ы х  к о л е б а н и й  с т е р ж ­
н я  Т и м о ш е н к о  ( с  п о п р а в к о й  Р э л е я  н а  и н е р ц и ю  
в р а щ е н и я  и  п о п р а в к о й  Т и м о ш е н к о  н а  с д в и г  э л е ­
м е н т а )  п о з в о л я е т  в ы ч и с л и т ь  ф а з о в у ю  с к о р о с т ь  
п е р в о й  м о д ы  и з г и б н о й  в о л н ы  | 5 | .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
д л я  о ц е н о ч н ы х  р а с ч е т о в  ф а з о в о й  с к о р о с т и  п е р в о й  
м о д ы  и з г и б н о й  в о л н ы  в  с т е р ж н е  м о ж н о  п р и м е н и т ь  
п е р е ч и с л е н н ы е  в ы ш е  п р и б л и ж е н н ы е  м е т о д ы .  Т е о ­
р и я  т о н к и х  о б о л о ч е к  п о з в о л я е т  н а х о д и т ь  ф а з о в ы е  
с к о р о с т и  у п р у г и х  в о л н  л а ж е  в  а н и з о т р о п н ы х  о б о ­
л о ч к а х  11 7 , 1 9 , 2 0 | ,  н о  в  с и л у  с в о е й  п р и б л и ж е н н о с т и  
о н а  н е  г а р а н т и р у е т  в ы с о к о й  т о ч н о с т и .

В  р а м к а х  п р о в о д и м ы х  а в т о р а м и  с т а т ь и  э к с п е ­
р и м е н т а л ь н ы х  и с с л е д о в а н и й  12 1 1 п р е д п о л а г а е т с я  
в ы п о л н и т ь  с р а в н е н и е  т е о р е т и ч е с к и х  и  э к с п е р и ­
м е н т а л ь н ы х  з н а ч е н и й  ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  и з г и б ­
н ы х  в о л н  в  у п р у г и х  ц и л и н д р и ч е с к и х  о б о л о ч к а х .  
К р о м е  т о г о ,  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  п р о в о д я т с я  т е о р е ­
т и ч е с к и е  и с с л е д о в а н и я  п о  э ф ф е к т и в н о с т и  п р и ­
м е н е н и я  п о т е н ц и а л о в  “ т и п а  Д е б а я ”  ( в м е с т о  п о ­
т е н ц и а л о в  Д е б а я )  в  з а д а ч а х ,  и з л о ж е н н ы х  в  12 2 1. 
М е т о д о м ,  п о д о б н ы м  п р и в е д е н н о м у  в  д а н н о й  с т а ­
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т ь е ,  р а с с м а т р и в а е т с я  р а с п р о с т р а н е н и е  в о л н  р а з ­

л и ч н о г о  т и п а  в  г е о ф и з и к е  12 3 — 2 5 1.

П р е д с т а в л е н н ы е  в  с т а т ь е  р е з у л ь т а т ы  п о л у ч е н ы  

п р и  п р о в е д е н и и  п о и с к о в о й  н а у ч н о - и с с л е д о в а ­

т е л ь с к о й  р а б о т ы  в  р а м к а х  Г о с у д а р с т в е н н о г о  к о н ­

т р а к т а  П 2 4 2  о т  2 1  а п р е л я  2 0 1 0  г о д а  Ф Ц П  “ Н а у ч ­

н ы е  и  н а у ч н о - п е д а г о г и ч е с к и е  к а д р ы  и н н о в а ц и ­

о н н о й  Р о с с и и  н а  2 0 0 9 - 2 0 1 3  г о д ы " .
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