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Рассмотрен процесс распространения поперечных волн в дисперсном композите с твердыми вклю­
чениями как в псевдооднородной среде с эффективными свойствами — динамической плотностью 
и сдвигово-ротационной упругостью, резонансным образом зависящими от частоты волны и пара­
метров поступательных и вращательных колебаний включений. Приведены оценки частот соб­
ственных колебаний сферических включений в несжимаемой упругой среде и других внутренних 
динамических параметров композита, определяющих диапазоны частот, в которых динамическая 
плотность и сдвигово-ротационная упругость могуг принимать отрицательные значения. При од­
новременно отринательных динамических свойствах дисперсный композит является акустическим 
метаматериалом, аналогичным по ряду специфических эффектов широко обсуждаемым электроди­
намическим “левым средам” . Приведены оценки параметров композита и частот поперечных волн, 
при которых свойства метаматериала практически достижимы.

Ключевые слова: дисперсный композит, поперечные волны, отрицательные динамические свойства, 
метаматериал.
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ВВЕДЕНИЕ

В колебательно-волновой динамике дисперс­
ных композитов взаимодействие включений с вяз­
коупругой матрицей обуславливают резонансные 
зависимости эффективных динамических свойств 
11 —6 1, позволяющих описывать резонансную дис­
персию и затухание акустических волн. Динамиче­
ские свойства слабо диссипативных дисперсных 
композитов в некоторых диапазонах частот могуг 
принимать отрицательные значения, что обуслав­
ливает их акустическую непрозрачность |6, 7|.

Возможны случаи, когда водном и том же диапа­
зоне частот эффективные инерционные и упругие 
свойства одновременно принимают от рицательные 
значения. Композит при этом становится метамате­
риалом, имеющим уникальные акустические свой­
ства |8—14|, аналогичные свойствам электродина­
мических сред с отрицательной диэлектрической и 
магнитной проницаемостью 115, 161.

Для продольных волн сжатия в мстаматсриале 
одновременно отрицательными должны быть ди­
намическая плотность и объемная сжимаемость. 
Для этого в непрерывной упругой матрице компо­
зита должны находиться включения двух видов. 
Одни — включения-осцилляторы дипольного ти­
па, совершая резонансные поступательные коле­
бания, обеспечивают отрицательность динамиче­
ской плотности, а другие — включения-осциллято­

ры монопольного типа (например, полости в 
матрице), совершая обьемные резонансные коле­
бания, обеспечивают отрицательную сжимаемость.

Для поперечных волн одновременно отрица­
тельными должны быть динамическая плотность и 
сдвигово-ротационная упругость. Для этого в 
упругой матрице достаточно присутствия включе­
ний-осцилляторов одного вида с близкими соб­
ственными частотами поступательных и враща­
тельных колебаний.

Следует отметить, что к  введенному в элект роди­
намике понятию “левой среды" [ 151, связанному с 
тем, что электрическое, магнитное поле и волновой 
вектор образуют левую тройку векторов, в полной 
мере соответствует акустический аналог — мстама- 
териал с поперечными упругими волнами. Здесь 
поле перемещений, вращений и волновой вектор 
также образуют левую тройку, в отличие от обычно­
го материала или композита как “ правой среды” .

Таким образом, в акустике обычных дисперс­
ных композитов и метаматериалов резонансы объ­
емных, поступательных и вращательных колеба­
ний включений обеспечивают резонансные зави­
симости, а при некоторых условиях и 
отрицательность эффективных динамических 
свойств. При этом собственные частоты колеба­
ний включений-осцилляторов являются суще­
ственными внугреиними динамическими пара-
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метрами, определяющими особенности распро­
странения продольных и поперечных волн.

В данной работе рассмотрены эффективная ди­
намическая плотность и сдвигово-ротационная 
упругость бе здиссинативного дисперсного компо­
зита и их зависимости от структуры и внутренних 
динамических параметров. Основное внимание 
уделяется инерционно-упругому взаимодействию 
твердых сферических включений с упругой матри­
цей и оценке собственных частот их поступатель­
ных и вращательных колебаний, определяющих 
частотные диапазоны отрицательных свойств ме­
таматериала.

ОТРИЦАТЕЛЬНЫ Е Д И Н А М И Ч Е С КИ Е  
СВОЙСТВА Д ИС П ЕРС Н Ы Х КОМПОЗИТОВ

При распространении в дисперсном композите 
поперечных волн, длина которых существенно 
превышает характерный размер включений, его 
можно рассматривать как псевдооднородный кон­
тинуум с эффективными динамическими свой­
ствами, учитывающими процесс взаимодействия 
включений с упругой матрицей. С поступательны­
ми колебаниями включений и их взаимодействием 
с матрицей связана эффективная динамическая 
плотность композита, а с вращательными — эф­
фективная сдвигово-ротационная упругость, учи­
тывающая процесс динамического вовлечения 
включений во вращательные колебания при рас­
пространении в композите поперечных волн.

В предельном случае отсутствия диссипатив­
ных потерь и радиационного рассеяния на вклю­
чениях динамические свойства дисперсного ком­
позита, образованного идеальной упругой матри­
цей и твердыми включениями, определяются 
следующим образом. При распространении попе­
речных волн в композите, когда каждая ячейка с 
включением совершает поступательные, враща­
тельные и сдвиговые деформационные колебания, 
уравнения поступательных и вращательных коле­
баний включений могут быть записаны в виде |7|

M ,Y ,+ m (Y l - Y ) + K T(Yl - Y )  = 0, (1)

У/0 / + У ( ё / - 0 ) + А Г я( 0 / - 0 )  = О, (2)
где Mh J, — масса и момент инерции включения; 
m ,J  — присоединенная масса и присоединенный 
момент инерции матрицы; X,, У, 0,, 0 — смещения 
и углы поворота включения и ячейки композита; 
К ,, Кк — коэффициенты трансляционной и рота­
ционной упругости, определяющие силу и момент 
силы, действующие на включение со стороны мат­
рицы.

Уравнение движения ( I )  представляет баланс 
инерционных и упругих сил, действующих на 
включение со стороны поступательно колеблю­
щейся матрицы. При этом кроме собственной си­
лы инерции на включение действует сила 
инерции присоединенной массы матрицы 
т(У, -  У), обусловленная относительным ускоре­

нием включения и матрицы. С другой стороны, 
вызывающая движение включения сила трансля­
ционной упругости К Г(У, -  У) определяется разно­
стью смещений включения и матрицы. Аналогич­
ный смысл имеют члены уравнения вращательно­
го движения включения (2). Кроме собственного 
момента инерции включения здесь также присут­
ствует присоединенный момент инерции упругой 
матрицы, обусловленный ее вовлечением в уско­
ренное дифференциальное вращение. Вызываю­
щий же вращательные колебания включения мо­
мент упругих сил пропорционален разности углов 
поворота включения и матрицы.

Решение уравнений ( I ), (2) дает следующие ча­
стотные зависимости для относительных смеше­
ний и углов поворота колебаний включений и 
ячейки композита

у, _

2 X
(Оо/ /и J

, со 2 М , + Ш) 0, J , + J
У W r  ,) ' 0 2 X 

Ю0« ,
’

2 2
V ® ) <0 J

( 3 )

где с%, = К Т
М I + m

'/2
- -

к к
1/2

J I  + J ,
— собствен­

ные частоты поступательных и вращательных ко­
лебаний включений в упругой матрице.

Динамическую плотность дисперсного компо­
зита р*(оз) определим из условия равенства импуль­
са единичного объема псевдооднородной среды

d У/*d Y  IdYр *—  сумме импульсов матрицы р ‘ 
dl d t dt

Ф и

dYвключений р, — -ср, где ф — объемная концентра- 
dt

.. п  d Y J d t  У.ция включении. 11оскольку — --—  =  — , то из этого
dY/d t  У

следует соотношение
Y,р* = р|1 - (4)к Ф) + Р / у Ф

Таким образом, относительные поступательные 
колебания и взаимодействие включений и матри­
цы определяют динамическую плотность компо­
зита.

Подобным образом определим сдвигово-рота­
ционную упругость композита. Здесь определяю­
щим служит соотношение, связывающее эффек­
тивные упругие напряжения в композите со сдвиго- 
1зой де<|юрмацией е, э<}х|)ективной статической 
сдвиговой упругостью композита р*(ф) нединами­
ческой составляющей, обусло13ленной вовлечением 
включений то вращательные колебания при распро­
странении в композите поперечной волны |7|:

(5)

Сомножитель в квадратных скобках есть эффек­

тивная сдвигово-ротационная упругость (го).
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Подстановка в (4) и (5) соотношений (3) дает 
резонансные зависимости динамической плотно­
сти и сдвигово-ротационной упругости:

“ о/ Y

Р* = Р +
(О a  + yJ

2W0I1
со

р ( Д -  1)ф, ( 6)

Рл«(с>) = Р*~

Юц/Лф
26',о' 2Род _ I 

со2

(7)

где р — плотность упругой среды (матрицы), 
д  = р(|/р  — относительная плотность включений 
объемом (7„, у = т/р6'„ — коэффициент присоеди- 
ненной массы.

Дисперсионное соотношение для поперечных 
волн можно записать в виде

Р*дИ
р*(со) '

( 8 )

где к*  -  волновое число для сдвиговых волн в ком­
позите. Поскольку действительная часть со/ к *  дает 
фазовую скорость волны С'(со), а мнимая часть к*  
определяет коэффициент пространственного зату­
хания волны «(со), го из формул (6)—(8) следуют 
соотношения

C»  = S  =
к*

= Са
— (со/сору )3 1 -(q )/Q „fi)2 

1 - ( to /Q 0/)21 -  (со/со0Я)2

1/2

где С',,

а (ш )  =  со

= (и*/р«)

Р*Ц.уд — П*РР.УД
,  *2 
2р .уд

'/2

(9)

(Ю)

1/2
— низкочастотная скорость

сдвиговых волн при со —> 0, a Qv/ и Qn/? — дополни­
тельные внутренние динамические параметры 
композита, связанные с собственными частотами 
поступательных и вращательных колебаний вклю­
чений со0/ и со„л следующим и формулами:

2 2 1 + (А -  1)ф

0Г"  0Г, . У(А -1 )ф ’

2̂()д —

А + у 
1

| +  (  0 ) [|Д -/ » ф !

I 2р*6„ )

( П )
( 12)

При этих частотах динамическая плотность и 
сдвигово-ротационная упругость, как следует из 
(6), (7), обращаются в ноль.

Из формулы (6) следует также, что в диапазоне 
частот со0/ < со < Q,„ динамическая плотность от­
рицательна, а ширина этого диапазона зависит от 
относительной плотности Д = р „/р , концентра­
ции включений ф и коэффициента присоединен­
ной массы среды у.

Аналогичным образом из (7) следует, что в диа­
пазоне частотсооя < со < сдвигово-ротационная 
упругость также отрицательна. Ширина этого ча­
стотного диапазона зависит от объема, момента 
инерции, концентрации включений и статической 
сдвиговой упругости дисперсной среды р*.

Затухание сдвиговых волн в дисперсном ком­
позите без диссипации, как следует из (10), равно 
нулю на всех частотах, кроме тех, где р*(со) или

р*л(со) принимают отрицательные значения. Если 
эти частотные диапазоны не перекрываются, то в 
каждом из них вместо незатухающих синусоидаль­
ных волн будут иметь место сильно затухающие 
экспоненциальные волны. Дисперсный композит 
на этих частотах является акустически непрозрач­
ным.

Если же частотные диапазоны отрицательных 
свойств дисперсной среды совпадают, то такая 
среда становится акустически прозрачной на всех 
частотах, а в диапазоне частот дважды отрицатель­
ных свойств — метаматериалом. Возможны и про­
межуточные случаи частичного перекрытия диа­
пазонов, когда частоты акустической прозрачно­
сти метаматериала с одной или двух сторон 
ограничены частотами непрозрачности.

Дисперсионные характеристики композита (8) 
показаны на рис. 1 для случаев, когда частотные

диапазоны отрицательных свойств р*(со) и р£„(со) 
не перекрываются (а) и перекрываются (б). Для 
наглядности на рис. 2 приведены характерные ча­
стотные зависимости фазовой скорости (4) и ко­
эффициента затухания (5), соответствующие дис­
персионным характеристикам рис. 1а, 16.

ЧАСТОТЫ С О БС ТВЕН IIЫ Х КОЛЕБАНИЙ 
С Ф ЕР И ЧЕ С КИ Х  В КЛ Ю Ч ЕН И Й  
В ДИСПЕРС НО М  КОМ ПО ЗИТЕ

Для оценки частот собственных поступатель­
ных и вращательных колебаний сферических 
включений в дисперсном композите, например с 
кубической решеткой сфер, воспользуемся про­
стой ячеечной моделью. При поступательных ко ­
лебаниях твердых включений в неподвижном ком­
позите в каждой его ячейке происходят поступа- 
тельно-деформационные колебания матрицы. На 
границах соседних в целом неподвижных, но де­
формируемых ячеек должны выполняться гранич­
ные условия сопряжения, т.е. отсутствовать упругие 
касательные напряжения. При умеренной объем­
ной концентрации включений, когда расстояние 
между включениями будет меньше длины едвиго-
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(а) (б)

Рис. 1. Дисперсионные характеристики композита.

С(со)/С0 (а)
а((о)С,|/ю

С(со)/С0 (б)
a(co)C0/to

Рис. 2. Фазовая скорость (сплошные кривые) и коэффициент затухания (пунктирные кривые) поперечной волны 
в дисперсном композите.

Рис. 3. Линии перемещений упругой среды в кубиче­
ской и эквивалентной сферической ячейке с включе­
нием.

ной полны в упругой матрице, можно предполо­
жить, что поле динамических перемещений и де­
формаций в ячейке матрицы будет близким к  стати­
ческому полю. Характерные линии перемещений 
среды в кубической ячейке показаны на рис. 3.

Для упрощения задачи заменим кубическую 
ячейку сферической с таким радиусом Ь, что объ­
емная концентрация включений в композите бу­
дет ф =  (а/Ь) \  Из решения уравнения упругости в 
статическом приближении при граничных услови­
ях прилипания среды к поверхности сферы и от­
сутствия упругих касательных напряжений на 
внешней поверхности ячейки нетрудно найти силу 
трансляционной упругости 116|

где Д(ф) =

Fe = К , Х  = бщ мВ (у ) X ,

l+(2/3)<PV'

(13)

— коэффи-
1-(3 /2 )ф | / ,+(3/2)фУз- ф 2 

циент, учитывающий ограниченность упругой сре-
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ды и сферической ячейке, р — модуль сдвиговой 
упругости матрицы. Отметим здесь, что 
формула (13) является аналогом гидродинамиче­
ской формулы для силы вязкого сопротивления 
при медленном движении сферы в вязкой жидко­
сти 1181.

С другой стороны, из динамической задачи 
упругости при высокочастотных колебаниях твер­
дой сферы в сферической ячейке несжимаемой 
упругой среды, являющейся аналогом гидродина­
мической задачи с несжимаемой жидкостью, най­
дем силу инерции, обусловленную присоединен­
ной массой среды:

4 з d 1 2X  
Fi = ~ л р а у т ,  

3 dt
где коэффициент присоединенной 
имеет вид

массы

Уо(ф) =
I + 2ср 

2(1— ф)
(14)

Предполагая, что собственная частота поступа­
тельных колебаний сферических включений 
определяется предельными значениями коэффи­
циентов трансляционной упругости К 7 и присо­
единенной массы (14), формулу для верхней
оценки собственной частоты со,2,/ =  K r /(M  + т) за­
пишем в безразмерной форме

( 9 Д ( Ф )  (|5 )
I  с, ) тях 2[Д + у„(ф)]'

Далее отметим, что коэффициент присоединен­
ной массы, входящий в формулу (6) и определяю­
щий внутренние динамические параметры <о07- и 
£20Г, целесообразно оценить и в квазистатическом 
приближении, особенно при большой концентра­
ции включений, когда выполняется условие мало­
сти расстояния между включениями по сравнению 
с длиной сдвиговой волны в упругой среде. В этом 
случае зависимость у(ф), имеющая довольно ipo- 
моздкий вид 117|, аппроксимируется формулой

У(ф)*У» _L
4ф

+ 1

Подставив в (15) такую зависимость коэффициен­
та присоединенной массы, получим нижнюю 
оценку для собственной частоты (со0/-д/с,)ш]п. 

Соответствующая оценка сверху для второго
динамического параметра Q0/, определяющего ча­
стотный диапазон отрицательной плотности дис­
персного композита, выражается формулой

9/Дф)

1 +(Д -1)«р
+ Уо(ф)

(16)

Для оценки снизу в этой формуле вместо у„(ф) сле­
дует подставить у(ф).

Рассмотрим теперь вращательные колебания 
сферических включений в дисперсном композите, 
исходя из модели сферических ячеек. Из статиче­
ского поля перемещений упругой матрицы, возни­
кающих при повороте твердого включения в сфе­
рической ячейке с неподвижной поверхностью на 
угол 0, имеющего вид 119|

найдем вращающий момент 
L = К  к0, 

где

К к = 8лр«'/(1 -  ф).
С другой стороны, определяя присоединенный 
момент инерции из кинетической энергии враща­
тельного движения матрицы Е  по квазистатиче- 
скому полю скорости v „( r ,a )  =  сои,,(г,а), получим

J = 2Е/ш202 = (8/3) лря’Р(ф),

где р (Ф) =  1^(9 /5 ) ф ^ + Ф - 0 / Я ф : _  коэффипи- 
(1 -ф )

ент, учитывающий ограниченность ячейки.
Таким образом, зависимость собственной ча­

стоты вращательных колебаний твердой сс|>еры
2 «Кш„к = ------— от параметров композита запишем в

J , + J
виде

Ы ? ]  = ------------ 1------------ . (17)
I  с, ) (I -  ф)(А/5 + р(ф))

Соответственно, для параметра Q0/( при подста­
новке в (12) формулы для статической сдвиговой 
упругости композита с твердыми сферическими

включениями, например М* = В
2 + ф 

2 0 -2ф )
1201, по­

лучим следующую оценку:

( Г )
I ftooRti) 2Аф(1 -2ф )

(18)

U ,  J 5 2 + ф
Из приведенных формул следует, что внутрен­

ние динамические параметры, соответствующие 
поступательным и вращательным колебаниям, по- 
разному возрастают с ростом объемной концен­
трации включений.

Для примера на рис. 4 представлены зависимо­
сти (15) и (18) от объемной концентрации сфери­
ческих включений с относительной плотностью 
Д =  10 при верхней оценке параметров. Как видно 
из рисунка, зависимости динамических парамет­
ров со07, Q 0/ и (1)|,л. £20Л перекрываются. В области 
перекрытия динамическая плотность и сдвигово­
ротационная упругость одновременно принимают 
отрицательные значения, и дисперсный композит
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м'„а/с, О п т -

Рис. 4. Зависимости динамических параметров от 
объемной концентрации сферических включений

|(О0 = Оп/', (%/■, (O0ft, Qoft j .

принимает свойства метаматериала. При нижней 
оценке динамических параметров область пере­
крытия (выделена пунктиром) смещается и сторо­
ну больших концентраций. Таким образом, можно 
предполагать, что свойства дисперсного компози­
та как акустического метаматериала могут прояв­
ляться в диапазоне частот поперечных волн 
ыа/с, »  1.05... 1.2 при объемной концентрации 
Ф «  0.07...0.12 тяжелых (Д =  10) сферических 
включений.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
При распространении поперечных сдвиговых 

волн в дисперсном композите два эффективных 
свойства — динамическая плотность и сдвигово- 
ротационная упругость — определяют резонанс­
ную дисперсию при частотах, близких к  собствен­
ным частотам поступательных и вращательных 
колебаний включений. При малой диссипации и 
отсутствии радиационных потерь возможно суще­
ствование двух частотных диапазонов акустиче­
ской непрозрачности композита.

При совпадении частотных диапазонов, где оба 
динамических свойства отрицательны, дисперс­
ный композит приобретает свойства акустическо­
го метаматериала с характерными особенностями 
распространения поперечных волн.

Приведенные оценки для внутренних динами­
ческих параметров композита, определяющих ча­
стотные диапазоны его отрицательных динамиче­
ских свойств, показывают, что при определенных 
значениях объемной концентрации включений, 
механических свойств матрицы и включений усло­
вия существования метаматериала практически 
достижимы.
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