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Решается задача о рассеянии плоской звуковой волны безграничной трехмерной решеткой с одина­
ковыми ячейками, в узлах которой расположены сферические частицы с монопольным типом ко­
лебаний. Показано, что в колебаниях частиц отсутствуют радиационные потери энергии, а в случае 
пузырьков газа в жидкости наблюдается увеличение резонансной частоты их колебаний и монотон­
ное уменьшение фазовой скорости распространения волны, модулирующей амплитуды колебаний 
пузырьков, с увеличением их концентрации. Решение проводится без введения эффективной ча­
стицы с параметрами плотности, сдвигового напряжения и радиуса, как это сделано в более ранней 
работе автора для средних полей амплитуд колебаний частиц.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является продолжением ра­
боты автора 111, где решалась задача о рассеянии 
звука сферическими частицами с монопольным 
типом колебаний, расположенными в у здах плос­
кой безграничной сетки. Общей целью данных 
работ является подтверждение или опровержение 
результатов еще более ранней работы |2|, в кото­
рой можно выделить три наиболее существенных 
результата. Во-первых, в среде, содержащей ча­
стицы с регулярным или статистически независи­
мым распределениями в пространстве, у волны, 
модулирующей средние амплитуды колебаний 
частиц, отсутствуют радиационные потери от 
рассеяния звука отдельной частицей. В результате 
они колеблются как бы в несжимаемой среде. Хо­
тя качественное объяснение этого эффекта дается 
в монографии |3|: в среде с постоянной концен­
трацией частиц рассеиваемые отдельными части­
цами волны уничтожают друг друга всюду, кроме 
направления первичной волны. И, по-видимому, 
на основании этих же соображений в работе |4| 
радиационные потери просто отбрасываются. В 
большинстве же работ, как по теории многократ­
ного рассеяния [5, 6|, так и квазигомогенной 
17, 81, радиационные потери дают дополнитель­
ное затухание энергии когерентного поля и явля­
ются источником некогерентного. Но здесь воз­

никает противоречие, поскольку эти теории до­
пускают переход и к регулярному распределению 
частиц в среде, где некогерентной компоненты 
поля нет, следовательно, нет и радиационных по­
терь. Источником же некогерентного поля могут 
быть только флуктуации концентрации частиц в 
среде 131. Во-вторых, для пузырьков газа в жидко­
сти с увеличением их концентрации резонансная 
частота колебаний увеличивается, стремясь к бес­
конечности при объемном содержании частиц 
около 30%, когда фазовая скорость волны, моду­
лирующей амплитуды колебаний частиц (далее 
скорость амплитудной волны), становится неза­
висящей от частоты. В литературе автору не уда­
лось найти информацию, подтверждающую или 
опровергающую данный вывод. И, наконец, ско­
рость волны, модулирующей амплитуды колеба­
ний частиц, монотонно уменьшается с увеличе­
нием концентрации пузырьков, а квазигомоген- 
ная теория |7| дает для низкочастотной скорости 
этой волны немонотонное поведение с миниму­
мом вблизи 50% объемного содержания газа (по­
дробнее об этом в 121). Эти выводы противоречат 
друг другу.

Кратко поясним ключевые моменты теории, 
излагаемой в работе |2|. Прежде всего отметим, 
что задачи рассеяния звука в жидких или упругих 
средах с дискретными неоднородностями необ-
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холимо решать совместно с векторными и ска­
лярными нолями даже для монопольных колеба­
ний частиц. Такой метод решения, базирующий­
ся на сферических средних по поверхности 
частицы от скалярного и векторного потенциа­
лов, предложен в работах автора |9, 10|. Вне зави­
симости от распределения частиц в среде (регу­
лярное или статистически независимое) вводится 
эффективная сферическая частица с объемом, 
равным объему среды, приходящимся на одну ча­
стицу, по аналогии с работой 1111, где решаются 
задачи рассеяния только скалярных полей в жид­
кости или только векторных полей в упругой сре­
де. Далее рассматриваются монопольные колеба­
ния этой частицы в упругой среде, по аналогии с 
колебаниями реальной |9|. Граничные условия 
при этом потребовали введения эффективной 
сдвиговой жесткости, отличной от нуля даже в 
случае пузырьков газа в идеальной жидкости.

В настоящей работе предлагается решение 
указанной выше задачи без привлечения каких- 
либо гипотез, позволяющее убедительнее обос­
новать выводы работы |2| и справедливое, в том 
числе, для предельно больших концентраций ча­
стиц, вплоть до их соприкосновения.

С УМ М И Р О ВА Н И Е  ЗВУКОВЫ Х ПОЛЕЙ, 
РАССЕЯННЫХ РЕШ ЕТКО Й

Решетка составлена из А  одинаковых, безгра­
ничных по координатам у, z плоских сеток, распо­
ложенных на расстоянии я, друг о г друга по оси х. 
Ячейка решетки представляет собой параллеле­
пипед, сечение которого в плоскости у , z имеет 
форму параллелограмма со стороной а2 вдоль оси у  
и стороной о,, наклоненной на угол (3 от оси z- 
Введение угла р позволяет получить предельно 
большие концентрации частиц на единицу пло­
щади сетки. Положение узлов решетки определя­
ется векторами

гу = a j , n x + r±J, rXJ = ( a j 2 + a j 3sinP)n, + arf3n. 
с целыми числами j \ , j 2, j 3, изменяющимися в пре­
делах: 0 < у, <  N  — 1, -оо < Д 3 < оо и единичными 
векторами п^п^п. вдоль осей л\ у, z соответствен­
но. Положение произвольной точки определяется 
векторами г = г1у- + гх, гх = хпх +  уп,. + гп . с коор­
динатами у и z. изменяющимися в пределах 
~а2 < у < а2, —я, cosp <  z <  я, cosp вокруг узловой 
точки Гу и координатой х  в пределах -да < х < со. В 
узлах решетки расположены одинаковые сфериче­
ские частицы радиуса R с монопольным типом ко ­
лебаний под действием звука, поэтому рассеянные 
ими поля описываются скалярным потенциалом 
как в упругой среде, так и в жидкости.

Пусть на решетку падает плоская звуковая вол­
на с гармоническим по времени потенциалом, 
пропорциональным ехр(/со/), с амплитудой

Vo(riy + rv) =  e xp [-/k (rXy + г ,)]. Вектор к =  
=  к ± + кхпх определяет угол падения на решетку 
звуковой волны, а его длина к = м/с — волновое 
число продольных звуковых волн, с -  их скорость. 
Амплитуды колебаний частиц я (г,) и суммарного 
поля вереде у  (г, + г , ) будут пропорциональны со­
множителю падающего поля с х р (- /к г ,, ) ,  т.е.

° ( гу)

Ч 'К + г Д
= е хр (-/к гу ) МУ.) 1 

W ( o  j
( и

и этот сомножитель можно исключить из даль­
нейших вычислений. Для поля v|/(r( ) уравнение 
многократного рассеяния, нотолькоуже не на ча­
стицах, а на сетках, составляющих решетку, запи­
сывается в виде1101

H'(r, )  = e x p (-/k rt ) + 2nR
я,я, cos|)

/V-l

у 1=0 (/я>./л*=-<ю)

X  exp{-[V m |x  -  a j , \  + i (sm,y + s * , * ) ] } .

( 2 )

Здесь s m , =  к  у + lnm 2/a2, s mt = k. - (2nm 2/a 2)lgfi + 
+  2nmi/a}cosp — компоненты волновых векторов

sm = V , n .v + v nr  ̂  = Ы ~ к \  S „ ,  = y j s 2m, + 4,. ky , 
к.  — проекции вектора k на пл оскость^ . Целые 
числа т2, /и, изменяются в пределах от —оо до оо. 
Каждое слагаемое в равенстве (2) с конкретныму, 
есть поле, рассеянное соответствующей сеткой; 
выражение для него получено в 111 при условии до­
статочно “ плотной”  сетки, когда 2д/я,, 2л/я, > к  и

существует только один мнимый корень У/й = ikx 
при т2 =  т3 =  0 (кх — проекция актора к  на ось х). 
Кроме этого, здесь и далее исключаются значения 
вектора тх, лежащие внутри частиц.

Представим амплитуду монопольных колеба­
ний частиц я(у'|) в виде набора встречных волн, 
модулирующих амплитуды колебаний частиц

, . ,  fl.fljCOsS
a(' 1>=JS r xсо
Пехр(-Уйя|у,)+ Я„ехр(Уш,у'|)]

(л ..я ,)= -с ю

( 3 )

с волновыми числами Уй = y j s 2n - чУ аналогичными 
У/й, где надо заменить >п2, /и, на п2 и пь  а параметр
ЧI = чУ  +  к 2 + к :  =  чУ + к [  отличается от квадра­
та к  только проекцией на ось х. Подстановка ра- 
венства(З) в (2) дает для поля vj/(rv) выражение
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V f t )  = exp(-/krt ) + ^ ( l/V m )e x p (- /s mrJ_t ) x
п.т

N - \

X  У с х р ( - ^ , \ х  -  °|У||)x И)
>1=0

X [/1„ехр(-л/ш,У|) + BnexpVno,y,].

Здесь обозначение суммирования по п2,п2,т2,/щ 
заменено на краткое //, т. Суммирование по у, 
проведем для трех областей по координате х: 
-о о < х < 0 ,  0 < х  < G|(/V -  I), x > a x( N - 1), кото­
рые выделяет модуль разности в показателе экс­
понент х  -  a j x. Для всех областей сумма по.у, со­
стоит из геометрических прогрессий, ограничен­

ных по числу членов, со знаменателями из 

функций exp|^+Vw ± суммирование кото­
рых приводит равенство (4) к виду

v|/(r„x < 0) = exp(-/krv) + У -4= ехр(V/лх -  is,„rl t ) х
V/H

п.т

для области Л- < 0, а для х  > ax( N  -  I)

у (г х,х > ах ( N  -1 ) )  =  exp(-/krv) + y ^ = e x p [- (V « u :  + /sn,rl t ) ]  х
п.т

Суммирование в области 0 < х  < ax(N  - \ )  прове­
дем, выделив сетку с номерому и представив значе­
ние х  в видех =  a j  -г х , со значениями ху из области

-о, < Xj < ах. После аналогичного суммирования 
геометрических прогрессий получаем выражение 
для поля:

V'(r.v) = exp ( - /к г , )  + y - p e x p ( - / s mr1,)|e x p (-V w x y) L , , eXP  ̂ +
nJ m  l l exp[(v/« -  \ n j a xj  -

p ехр(ч//>0|у)-ехр(-УдЮ|у)|  ̂ r  f ехр(-77ю,у) -  ехр[-(ч/й + Jn)ax [N -1) + Jm aJ\
ехр[(л/ш + >/й)о|]-1 I P y' [  " exp[(>/m +Vw)o,]-1

exp(V/aa,y) - expjj-V/w + Vw)o,(/V - 1) + х/ди.у]] ]
B -------------” p[(^_ 77, )0,j_i----------- | + ехр(-̂ |ху|)[л„ехр(-̂ ,у) + Д„ехр(77И,у)]|.

+ (7)

Нетрудно увидеть, что поле (7) при у =  0 и Xj < 0 
совпадает с полем (5), а при у = N -  1 и ху > 0 — с 
полем (6).

Таким образом, поля вне решетки и в ней меж­
ду сетками представлены тем же набором волн, 
что и для одной сетки: бегущих вправо или влево 
при т2 = т3 = 0 и неоднородных (далее прижатых 
к  сеткам), бегущих вдоль сеток при т2 = /и, *  0. 13 
решетке появился дополнительный набор волн, 
модулирующий амплитуду колебаний частиц с
волновыми числами -Jn. Волновому числу г|0( 

(случай п2 = /?, =  0, a -fn = /г|0х) соответствуют вол­
ны, бегущие по сеткам. Для п2 = я, *  0 получаем 
опять прижатые волны, но уже к крайним сеткам 
решетки.

О ПРЕДЕЛЕНИЕ КО Н С ТАН Т А„, В„

И ВОЛНОВЫХ ЧИСЕЛ
Для этого воспользуемся свойством звуковых 

полей, описываемых скалярным потенциалом 
(см. |9, 10|, а также 111), заключающимся в том, что

( '  +  5 р Л л :) ( '* , (Г-1л’ Х =  a' j  +  x j))r=R =  °> (8 )

т.е. произведение оператора I +  SpR(d/dr) на сфе­
рическое среднее вокруг частицы по радиусу г =

rLx + x j  от полного поля в пределе /•—> /(  рав­
но нулю. Sp — параметр, определяющий свойства 
монопольных колебаний частицы; он определя­
ется выражением |2|

SP = (3Pp/ p R 2) ( \ / k 2p -  4/3я])  + 4 / / г У , (9)
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где pr  qp и р , q — плотности и волновые числа 
сдвиговых или вязких волн в частице и окружаю­
щей среде соответственно, кр — волновое число 
продольных волн в частице. Замена кр, содержаще­
го, в том числе, и вклад от сдвиговых напряжений, 
на волновое число к ^  =  (со/с/Н))(1 -  i a p). определяе­
мое только упругостью всестороннего сжатия сре­
ды частицы, согласно формуле (7) из |2|:

дает выражения для Sp: (|0)
= со,2, ( I + /а,,)/со2 + 4/ q R d 

с параметрами: ар — коэффициент внугренних по­
терь энергии колебаний частицы, со,, =

=  (cp,i//?)^3р,,/р — собственная частота монополь­

ных колебаний частицы, с/А1 =  у]урР„/рр -  адиаба­

тическая скорость звука, ур — постоянная адиабаты, 
Рп — статическое давление. Интересно, что в (10) 
отсутствует вклад от волнового числа qp сдвиговых 
волн в упругой частице или вязких — в жидкой.

Сферическое среднее от компонент ноля 
ехр|t'JmXj ±  /'smrlx| по радиусу г есть sin кг/кг,  а 
для среднего от суммы, содержащей |.v,|, согласно 111 
имеем:

= sin kr / ikxk r  + r0(rtl/2r  -  1),

где r0 =  yJa2a> cos fi/n -  радиус круга с площадью, 
равной площади ячейки сетки. Усреднив поле (7) 
и умножив результат на оператор I +  SpR(d/dr),  
получим при г =  R

Здесь

М р = [ \  + SpR(d /d r) \ (s \nkr /k r) r=K = 1 -(1 /3  ) k !R2Sp, 

Np = l \  + SpR(d /d r ) ]x  

х [sinкг/ ikxk r  + r „ ( r„ /2r  -  1)]г=я =

= M p/ i k x + ( \ - S p) r - / 2 R - r 0.

Второе значение параметра Мр получено при 
условии k R <§ 1, а оставленное слагаемое 
(l/3)A: R Sp позволяет совершить переход к ча­
стице, состоящей из окружающей среды, когда Sp =

= З/к 2R и М р = 0 — решетка нс рассеивает звук.
В уравнении (12) опять содержится два типа 

встречных волн, бегущих по сеткам решетки, с 
волновыми числами Vw и -Jn. Поскольку оно 
должно выполняться для любых номеров у, го не­
обходимо приравнять нулю коэффициенты перед 
каждой из этих волн. В результате получаем урав­
нения для амплитуд А„, В„ и волновых чисел •>/«. 

Для волн вида ехр(-\//Ш |У) и ехр(%//ш,у) имеем 
соответственно:

X I  Д./[ехр((^" ~ ^ )°')  - ' ] +
п

+ /3„/[exp((Vw +  \/д)а,) -  l]} = 7/нб(/и),

X |4 ,e x p [W ra ,  ( N  -  l)]/[e xp ((V w  + V7;)a,) -  l ]
" (

+ B„е хр [7 ш ,( /V -  l)]/[e xp ((V w  -  7й)я,) -  l ] |  = 0,

где V/n5(w) =

(13) 

+
(14)

ikx, m2 = /я, = 0,
0. m2 = m, *  0.

c x p ( ± y J n a j )

X f 1/ ^ )  j ! / [ exp((Vw -  - ! ]

Для волн вида

+

+ l/[exp((Vw  + V 7 ;) f l, ) - l] |  = L - \ / i k x. 
Параметр L есть

(15)

L = I\/ikx -  N p/ M „  = [(S , - \)r{; /2R  + r{)] / M p. (16) 

Замена амплитуд A„, B„ на 7„|JI по правилу:

Л  = (1 /2 )(/гя,+) +  / гя(_)),

В„ = (l/2)exp[-V7W| (N  -  l ) ] ( / f >  -  F„H )
(17)
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упрощает уравнения (13), (14):

ХЖ ехр(('/'" “ ̂ )°i)" >] ±
± ехр^-л/ш, ((V -  1 )]/[ехр(('//й  + -Уй)я,) -  lJJ х (18) 

х F„(±) =  V/w5(/w).

Знаки ±  в скобках соответствуют

Уравнения (13), (14) дают возможность запи­
сать выражения для нолей (5)—(7) в более ком­
пактном виде. Поле (5) для х  < 0 с помощью (14) 
становится равным

1|/(г,,х<0) =
= exp(-/k r,) + V  ( l/vm )exp(vm x - i s mr1) х

f r  (19)

а поле (6) с помощью ( 13):

v|/(rx,x> a,(/V -l)) =

=  —5 Z ( ' / >/от)ехр {—[V w (jc — a, (yv - 1)) +  /'smrx ](  х
п.т ( 20)

[ К  ехр -s/ш , ( /V - »1 Вп ехр V w , ( / V - I ) ]

|схр [(-\//и  + '//;)а, J 1 ехр[^—(Vw + V/;) д, J — 1J

и, наконец, поле в решетке

Ч Ч О  =  2 ( l/ ' / ^ ) l  4 ,exp (-V m ,y )x

Определение констант начнем с решения
уравнения (15) для волновых чисел yfn волн, мо­
дулирующих амплитуды колебаний частиц. Вы­
делим в нем слагаемое с т2 =  т2 =  0 или сокра­

щенно т = 0, когда -Jm =  ik x, a кха, <§ 1. Это слага­
емое преобразуется к выражению (l//Av){— 1 +
-Е /АЛ.<7,/|cos(A:Л.о,) — сЬ(\/ш |)|}. Подставив его в 
уравнение, получим

l/[co s (кха{) -  ch (>/ш,) ]  +

+ Х (|/ ^ я')1|/[ехр(('^"_ ' '̂)й|)_ ,] + (22)
т/ 0
+  l / [e x p ( ( V w  +  -  | ] |  =  / . / а , .

Это уравнение определяет волновые числа -Jn 
волн, бегущих по сеткам слоя, в зависимости от 
частоты со, неявно входящей в параметр /. (16) че­
рез Sp (9).

В отличие от уравнения (15), здесь нет члена 
\ / ikx, который играет главную роль в рассеянии 
звука одной сеткой 111; кх входит только через к2 в

волновое число Vw =  у]si, -  к 2. Значит волны, бе­
гущие по сеткам, не имеют радиационных потерь, 
пропорциональных ik  и определяемых рассеяни­
ем звука отдельной частицей.

Уравнение (22) трансцендентное с неограни­
ченным количеством членов и значений V//. Ре­
шить его приближенно позволяют слагаемые
|/|ехр((7/й — т/л)а|) - 1 | ,  которые при -fin = -Jn =

=  "Jsn -  Пн и малых т]2 становятся большими. Наи­
меньший корень уравнения, соответствующий
числам п2 =  П) =  0 или п = 0 и величине -Jn = /г|0„  
определяется в основном первым слагаемым в
(22), а в сумме можно заменить V/л на sm, т.к.

si, >  к 2. Слагаемые в скобках под знаком суммы 
можно представить в виде двух геометрических 
прогрессий с показателями exp |(-sm +  /г|П()с/,| и 
exp|-(.vm +  /г|0д)а|], по модулю меньшими едини­
цы. После записи их в виде рядов уравнение (22) 
принимает вид

со

l/(cosкхО\ -  COS n.lx^l ) + 2 ^ c o s ( r |(lva,/>) X
/-=1 (23)

x Х ( 1/ 5'''° ')ехр(~5"'я' ^  = L/° '-
m* 0

Оценить сумму по m можно заменой суммирова­
ния интегрированием но переменной Z, = snia,, 
приравняв площадь ячейки 4n:a l / a 2a2 cos(3 =  
=  47iaf/ г(," элементарной площадке интегрирова­
ния £,d£d0 и исключив из интегрирования пло- 
шадь =  4лО|"/ г0 . Это дает:

^ ( |/5mfl1)exp(-5ma,p) *  (г,2/4ла,2) х
т* 0

«  2л

X |  Jexp (-^> )< /0^  = ( rn/2alp)exp(-2alp/r0).

$о о
Далее будем рассматривать случаи, близкие к 

условию a j r „  = 1. поэтому можно исключить сум-
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му по р, оставив слагаемое с р  = I и обозначив его 
через ст, т.е.

^ ( l / s nfli)exp (-smfl,) = 
ж*о (24)

= а  *  (г02/2а?)ехр(-2а,/г0).
В результате для величины

X = cosrjo^fl, -  cos^o , (25)

из (23) следует квадратное уравнение -/ -  (А/2й,о — 
— cosAxfl,)x — 1/2ст = 0. Его корни при coskxa, » I 
есть

Xi.2 = (1 /4о){^ /в , -2 a ± [(Z ./o , - 2 а )2 +8ст]'Л[ .  (26)

Для разрешимости системы уравнений (18) 
количество членов в каждом должно равняться 
количеству уравнений, поэтому для каждого вол­
нового числа у/т оставляем одно близкое к  нему
значение -Jrr, в данном случае следует брать значе­
ние со знаком “ минус” , т.е. Хг-

Рассмотрим случай, когда (L /a t -  2а)2 >  8ст и 
Х2 становится равным

Х2 = - 1 / ( / /о ,-2ст ). (27)
В традиционном для теории многократного рас­
сеяния приближении, для малой величины r|0ta, в 
сравнении с единицей, разложение в ряд косинусов 
в (25) и замена /. на его значение (16) в (27) дает

гг2» = к 2 +
. , 1 (28) 

+ M>Mp/R - [S p - \  + (2R/r0) ( \ - 2 M pa]a /r0)].

Здесь Ф =  4/Г/30|Г(,2 — объемное содержание ча­
стиц в среде. К правой и левой частям уравнения 
добавлен квадрат к± проекции векторов г|0 и к. 
Сравним это выражение с формулой (51) из рабо­
ты [2| для волнового числа к„, волн, модулирую­
щих средние по ячейке амплитуды колебаний ча­
стиц. Она имеет вид

k i  = к 2 + ЗФМр/ R2 (Sp -  \ +  3R/2Rm), (29)
где Rm — радиус объема, приходящегося на одну 

частицу, равный л /ф 'Д
Волновые числа (28) и (29), полученные раз­

ными способами, совпадают с большой точно­
стью. Прежде всего, это отсутствие радиационных 
потерь в колебаниях частиц (заметим, что в |4| эти 
потери бездоказательно исключены).

Далее, выражения (28), (29) имеют при опреде­
ленных условиях резонансную структуру, когда рс- 
альная часть знаменателей становится равной ну­
лю, а мнимая — малой величиной. В упругой среде 
для любых частиц резонанса нет (согласно (10), где
4 /с/ R всегда больше единицы).

Для пузырьков газа в жидкости, где 4 /q2R2ста­
новится малой мнимой величиной 4 /v /со/?2 ( v — ки­

нематический коэффициент вязкости), реальная 
часть знаменателя в (28) для малых а  равна щ / o f - 
— 1 + 2 Я/г0, и на резонансной частоте со =  <ог =  

=  CO../V1 -  2Л/г0 она обращается в ноль. Из (29) для 
резонансной частоты имеем мг =  со(|Д /1-3/?/2Я ,„. 
Оба выражения дают увеличение резонансной ча­
стоты, и при условии г0 =  4Rm/3 они совпадают, а 
для концентрации частиц <6 =  8/27 « 30%, когда 
со,. ухолит на бесконечность, скорость ст = со/кт 
волны, модулирующей амплитуды колебаний ча­
стиц, становится не зависящей от частоты.

В наиболее простом случае со’ <§ о / рассмот­
рим повеление скорости с„, в зависимости от кон ­

центрации частиц Ф, тогда rj,’, =  к 2, = к 2 + 

+ ЗФМ р/ R Sp. Взяв Мр из пояснений к  равенству 
(12), a Sp из первого равенства (10), получим для

с'т выражение

Д  = Р Л о /р [(1  - Ф ) р рс У р с 02 + Ф ]. (30)

Здесь также использованы равенства к = к0 или 
с = с0, справедливые для жидкости с малой вязко­
стью. Формально справедливое в диапазоне от 
нуля до единицы изменения концентрации пу­
зырьков в жидкости, выражение (30) показывает 
монотонное уменьшение скорости от величины
с„ при Ф = 0 до Cpn-Jpp/p при Ф = 1. Это противо­
речит результату, полученному с помощью квази- 
гомогенной модели |7 |, где скорость с,и() изменя­
ется от с„ при Ф = 0 до Ср,, при Ф = 1, проходя через 

минимум в точке Ф « 0.5, равный ст„ =  2cp0yJpp/p, 
причем везде спг1) > ст. Для объяснения этого про­
тиворечия снова обратимся к  работе |2|. Там вво­
дится эффективная частица с плотностью р„, = 
=  (1 - Ф ) р  +  Ф рр; условие равенства давлений на 
границе частицы и среды потребовало введения 
эффективного сдвигового волнового числа

определяемого уравнением (46) 4/ q2„ =  4р /рmq2 + 
+ 3 ( \ - р /р т) / к 2т, отличного от нуля даже для иде- 
альной жидкости. В результате для числа кт полу­
чено выражение (29), практически совпадающее 
с г|(| из (28), выведенным напрямую без эффек­
тивных величин плотности и волнового числа 
сдвиговых волн. Переход к  результату квазигомо- 
генной модели позволяет выполнить введение 
эффективного волнового числа ктП =  со/с„н, , опре­
деляемого эффективным всесторонним сжатием
среды, по формуле к 2, =  лД /(I + 4 А Д /зД ), анало­
гичной формуле (7) из 121. Исключив отсюда q,„,

получим |Д ^ 0 =  р /р  тк'т и для скорости
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Поведение относительных скоростей с „ /с о  и стоЛ'о 
в зависимости от концентрации Ф при значениях па­

раметров рр/р = 1 0 ' и РрС^о/рсо *  4.4 х 10-5 .

^ = с У [ ( 1 - Ф ) р / Р р + Ф ] х  (31)

х [ ( 1 - Ф ) р ^ У р с 02 + ф ].
В подтверждение к сказанному на рисунке пока­
зано поведение относительных скоростей ст/с „  и 
Сдо/со в зависимости от концентрации Ф  при значе­
ниях параметроврр/р« 10 3и р рс^,/рсо =4 .4х Ю-5.

Таким образом, квази гомогенная модель, в ос­
нове которой лежат гидродинамические уравне­
ния, усредненные подостаточно малому объему, 
учитывает вклад в скорость с„ю из (31) только от 
модуля всестороннего сжатия среды. Выражение 
для скорости с,„ из (30), полученное с помощью 
многократного монопольного рассеяния на ча­
стицах как скалярных, так и векторных полей, 
учитывает дополнительный вклад от эффектив­
ных сдвиговых напряжений. Это подтверждается 
формулой для г)„ из (28), полученной без введения 
эффекти вн ых пара метров.

Для предельно больших концентраций частиц 
или частот звука, близких к  резонансным, вели­
чины riufl, и k„,R„, перестают быть малыми. В этом 
случае необходимо решать уравнение (25) с вели­
чиной из (26). Записав х  через экспоненты и 
положив cos кдо, равным единице, получим квад­
ратное уравнение, решение которого есть

ехр(/т1олЛ|)|2 = 1+ Х 2 ± [(1  + 1 2?  -

В наиболее простом случае, когда частота ко­
лебаний равна резонансной, т. е. выполняется 
условие Re /./а, — 2а = 0, и дополнительном усло­

вии lm(Z./o,) 8ст, х> становится равной - l /V 2 а, 

а экспонента ехр(/г)о(Я|)2 =  ехр(-/г||)Л.а,) =  -sjo/2. 
Отсюда получаем для г|,)(а, выражение

г|0(О| = - к  + / In yfa/2. (32)

В результате амплитуда /10ехр(-/г)0(а|) волны, 
бегущей между сетками с волновым числом кх,

получает сдвиг по фазе —л и ослабление в In yJa/2 
раз между ближайшими сетками. Условие резонан­
са позволяет записать уравнение (50) работы |2| в 
виде (1 - / б ) coskmRm -  (3 - /5 )s in kmR„JkmR,„ =  0 с

параметром б =  4/?,„lmZ./r02. Представление 
функций sin и cos через экспоненты приводит к 
уравнению \ikmR ,„(\-  id) -  3 + /б|ехр(2/Лт Лт ) =  
=  - ik mRm( I -  /б) — 3 + /б. Если модуль экспоненты 
много больше модуля правой части, то выраже­
ние в квадратных скобках равно нулю, и получаем

krnRm = 2 6 -3 /. (33)
Условие большой величины модуля экспоненты 
действительно выполняется (ехр6^>6). Выраже­
ния (32) и (33) даюг одинаковые по знакам, но от­
личные по величине и структуре фазовые сдвиги 
и ослабления волн на расстоянии о, a R,,,. При 
этих значениях модулей волновых чисел (|no,fl||. 
\кта,\ > I) становится существенной разница меж­
ду средними по ячейке полями, рассмотренными 
в 121, и полями без усреднения, как в настоящей 
работе.

Перейдем к  вычислению волновых чисел 77 = 

=  V-7 -  т1« из уравнения (22) с п  *  0. В этом случае 
функции exp[(77j + 77)o ,],ch(77w |) >  I и уравне­
ние упрощается:

У  l/Тш jexp[(77i -  7я)о,] -  l) = L.
тг 0

Выделим в сумме слагаемое с 7/я = п =  -Jsl — к 2, 
которое для малых величин r \ l / s l  и к 2/ s i  можно 
записать в виде l / 77г{ехр|(7»; = п — 771)0,1-1) = 
=  2/о,(т^ - к 2), а уравнение запишем так:

2la \ ( 4 2n - k 2) =  L - U n,

и п =  у  1/77"г|е х р [(7 7 ,-7 7 )о |] - | | .  (34)
/я/О.л

Суммирование в U,, исключает значения т = 0 
и т = и. Для вычисления суммы перейдем от сум­
мирования к интегрированию по переменной ^ =
=  77io, по аналогии с вычислением суммы в (24):

2а, L MR,,
К

е х р ( ^ - ^ , ) - 1

d Q ^
2к J J^m(exp(̂ ffl- ^ ) - l )

2 а ,/г „  2л

1 7

(35)
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Здесь первый интеграл исключает интегрирова­
ние вокруг точки от = 0 и берется в смысле главно­
го значения в окрестности точки £, -  = Лшь а
второй — вклад области вокруг точки \ п = (5 „,nv + 
+ Параметр i;,„определяется равенствами:

и %я =  ( ^ - 2 ^ c o s 0  + ^ ) l/: *

~ t , „ -  qcosO, л -  0 — угол между векторами с,,, и 
2,,, = s„a,. Первый интеграл табличный, он равен

-1пГехр(- 2щ / гЛ  -  Л =
L J (36)

= ->/ш, + 2а,/г0 - ln j l  -exp[(2/r0
Второй интеграл в (35) после элементарных пре­
образований, пренебрежения малой величиной
%2cos20/(;2 и частичного интегрирования стано­
вится равным

Тот-,2
1 + 2 г0_______ »

ЗкЛг„ кЛш]
Wro "/’

Х г Г_§соя9<Щ §_ 
J * exp(^cosO) -  I

Функция noaHHierpcUioM(^cosO)/[exp(^cos0) -  1] = 

=  j \ \  + ^ '  2(l/p!)(^cosO )''J < 1. Заменив ее еди­
ницей, получаем значение второго интеграла: 
~(а1/Л г 12)(\ + $/ЗпЛг0 + 2 /Тш |), малое в сравне­
нии с величиной первого интеграла (36) (%/ш, « 
~ s„a| §> 1), где логарифм также мал. Отбрасывая 
малые величины, получим

Un = - ^ / 2 ) ( f , - 2 / r n). (37)

Отметим здесь, что вычисление суммы 1)п имеет 
более количественный характер, что связано с ее 
особенностью при sm = s„, которая дает линейную 
зависимость от радиуса 2a j r 0, менее чувствитель­
ную, чем экспоненциальная в а  из (24). Выделим
у Л  малую величину п I :  Л  =

=  ^ ; - Л 2 - ( п я - Л 2) *  S„ -  (п 2 -  k 2)/2sn, тогда U„ 
становится равной

«/. =  «/Л +(|ь2Ю ( л 2 - А 2),
' ' (38)

UM = - ( r 02/2 )(S„ - 2 / r 0).

Подставив (38) в (34), получим уравнение для 
определения г)2 -  к 2:

(п« "  *  ’ ) ' -  (4*«/Га ) ( L -  f/„o)(r|n -  Л2) + 85,,/Гов, = О,

решение которого имеет вид

(39)
= { b J r 2)\L -  UM ± [(/. -  U , J  -  2r2/s„at]

Опять, как и в (26), отбросим решение со знаком 
“ плюс". Но здесь, даже в возможном резонансе
(\L - U M\ = 0), где г)2 « - i ,$Гп/г0у[а\, а волновое 

число л * * а + / 7 2 / ^ .  резонансные свой­
ства этих волн проявляются слабо. Тем не менее, 
запишем решение (39) вдали от резонанса, рас­
крывая L из (16) при М р = I (например, газовые 
пузырьки в жидкости):

Чя = + 4Я/a /,2(Sp -  I + Rsn).
Это выражение практически совпадает по форме 
с х\1 из (28), но имеет больший сдвиг вверх резо­
нансной частоты (m in Ks„ = 2nR/r„). Таким обра­
зом, определены волновые числа Л  волн, моду­
лирующих амплитуды колебаний частиц.

Вычисление амплитуд этих волн начнем с
уравнения для от = 0 или Лп -  ikx из системы 
уравнений (18). В этом уравнении коэффициенты
у F ^ l равны минус единице, поскольку
ехр(7ш |) >  1, поэтому оно упрощается:

{1/[ехр(/(А:х -П о ,)Я | ) -1 ]±
±  exp[-/Tio.tfl| ( N  -  1 )]/ [схр ( / ( * ,  +  По.,)а,) -  1]} *  (4 0 )

/I/O

Далее, поделим каждое уравнение из системы 
(18) на -Уот и просуммируем их по от *  0. Сумма пот 

перед F0(±> есть а,о|ехр(/НолЯ|) ±  ехр(-/г\0ха,А/) |,  
а сумма перед F„(±\  равная

\/Л п  {ехр[(У/н -  \/й )й |] -  lj, с помощью урав­
нения (15) становится равной L (остальные члены в
(15) малы). В результате получаем

Y j F" ' '  = -(в|0/^)[ехр(/Полв|)±
«*о (41)

±ехр(-/НодЯ|Л, )]/ои1- 
Из (40), (41) находим

р М  =  Д ,{ехp[/(A:t -Пол)о |]-» ! (42)

С,л1{1 + (а,а/ /.)[ех р ( /М ,)  -  exp(/T|ov0i )]}
коэффициенты С(±\  определяющие резонансные 
свойства слоя, имеют вид:

С 1 =  1 ±  е х р Н л ц я ,  ( / » - ! ) [  СХР[/ >°' 1 ~  | х
ехр[/(Лг + Пол)0|]-1

х I + (fl|CT//.)[exp(/A:tfl,) -  схр(-/тццД|)]
1 +  (о ,с т /^ ) [е х р (/Л лО|) -  ехр(/'Пола |) ]
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Подстановка выражений (42) в равенства (17) 
определяет амплитуды Л0 и В0, которые соответ­
ствуют, а в случае |г||1л.а||, |«|<т//.| <§ I равны средним 
амплитудам колебаний часгин из работы |2|.

Формулы ju 1я Г,]1' и волнового числа r|u из (25),
(26) получены практически без ограничений на 
концентрацию частиц, как и в работе |2|, но без 
введения эффективных параметров плотности и 
сдвигового волнового числа. Тем не менее, суще­
ствует важное отличие этих задач, связанное с 
влиянием прижатых к  сеткам слоя волн, которые 
исчезают при усреднении в работе |2]. Покажем 
это на примере отраженного слоем поля 
exp[/(Avx  -  к  ,г±)] в (19) с волновым числом кх и 
большой концентрацией частиц, удовлетворяю­
щей условию (32). При этом имеем: Вп а 0,
ехр(—/г|0д-<7|) =  -sJa/2, RcL = 2а,о, ImZ. <§ 8а, а ам­
плитуда vy* отраженного поля равна:

(l/2/£v )[/■'■' + F j 1 + Y L o(F"*> + F" ') • Подставив 
сюда величину суммы из равенства (41), получим 

ц/к = (\/2 ikx)(\ + l / >/2ст)( /\1 *’ + Fq Первое слагае­
мое во втором сомножителе дает вклад в отражен­
ное поле от величин /•;>, а второе — от F „ ,  связан­
ных с прижатыми волнами. При условии а <  1 
влияние прижатых волн на рассеянное поле ста­
новится доминирующим, а амплитуда отражен­

ного поля y\ik =  —2(l +  l/V 2a )/(3  + л/2/а) = 1 близ­
кой к  единице.

Для вычисления F „0 упростим уравнения (18) 
с т *  0, отбросив малые вторые слагаемые в фи­
гурных скобках с и *  0 и выделив слагаемое п = т, 
и получим

2yfmF î)/ a l [ x \ l , - k 2) +

+ X  F" '* / {e x p [(V w -V 7 f) f l, ] - l)  =
/i*0.m (44)

= -ехр(-л/ота,)(р0,

Фо =  [ехр(/11о*в|) ±  exp(-/r|U(fl|/V)] F ^ \

Представим /•’я(, , в виде

Д 1’ = -е х р ( -7 ш |)ф0фя//,л/^ (45)

с неизвестной функцией ф,„ для которой из (44) 
следует уравнение

[ L - U m) ^ m- U mipn = L, (46)

где сомножитель 2/я|(П 1 - к 2), согласно (34), за­
менен на L -  ( /„ „  а

й„№п = ^  Ф „ / '/л [е х р ( (7 л - '/т )я |) -1 ] .  (47)
пгО.т

Из равенства (45) напрашивается выбор функ­
ции ф„, равной единице, поскольку сумма (45) по 
а *  0 совпадает с суммой из (41). К  сожалению, 
тогда не удовлетворяется уравнение (46), т.к.
(7„,Ф„ = Uт и оставшееся в уравнении “ неском- 
пенсировамное”  слагаемое —2(7,,, не равно нулю. 
Выберем функцию ф„ в виде

ipn = [L 2/ ( L - U n)2J \ + r J / a , ( L - U nj } *

= (ф ф /;Д ') [ | / ( ^ 7 и | -£ ,гу  +2/(77й ,

где^г =(2Я |/г0)(1 -  L/r0). Функция ф„втаком виде, 
после подстановки в (45) и последующего сумми­
рования ;| по п Ф 0, с переходом к  интегрирова-
нию по переменной -Jna, = Е, по аналогии с сум­
мой в (24), также обеспечивает выполнение 
равенства (41). Проверим, удовлетворяет ли она 
уравнению (46). Преобразуем сначала выраже­
ние (47), снова перейдя от суммирования к  инте­
грированию:

0.9, = f  J . ■2а, * е х р к  -  sma, I -  1bi, /г„ '  I
(49)

Здесь исключен малый вклад от области вокруг точ­
ки ^ = 4та„ аналогичный второму интегралу в (35). 
Разбив интеграл на два с граничной точкой
Е, = \Tiiui,, после элементарных преобразований по­
лучим

1 V/W| СО

J Ф »^ +  J ф „ехр(-4 + Jma,)dt,+
2а,/г„ 7 ™ ,

г Ф „е х р ( - |^ ~

А  схр(^ -  yfma,\ -  1

Третий интеграл за счет экспоненты в числителе
дает в (7,„ф„ меньший вклад, чем исходный из (49), 
и его можно отбросить. Оставшиеся интегралы 
после подстановки второго равенства для ф„ из 
(48) дают

Um<pn = LUm/(L-Um) +
+ (г„2/2 « ,) [(/. + Um)/(L- Um) + 2LU m/ ( L -  Um)2] .

В результате в уравнении (46) после деления 
его на (/„, остается “ нескомпенсированное”  сла­

гаемое г,2/2а,U „  =  1/а , (Vw =  т -  2/г0) , меньшее

единицы для всех значений волнового числа Vw и 
стремящееся к нулю при его увеличении. Значит
Ф„ из (48) асимптотически при \ [п  —> оо переходит в 
точное решение уравнения (46) и более близко к не­
му во всей области волновых чисел, чем ф„ = 1, ко­
гда "нескомпенсированное”  слагаемое равно —2.
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Таким образом, вычислены вес параметры, опре­
деляющие как отраженное и прошедшее 
через слой поля, так и волновые числа с амплиту­
дами волн, модулирующих амплитуды колебаний 
частиц.

ЗАКЛ Ю ЧЕ Н И Е

В настоящей работе без введения эффектив­
ной частицы, определяемой радиусом, плотно­
стью и волновым числом сдвиговых волн, под­
тверждены результаты работы |2|. Уравнение (28) 
для волнового числа г|0 волны, модулирующей ко­
лебания частиц в слое, совпадаете уравнением (29), 
приведенным в работе |2|. В уравнениях отсутству­
ют радиационные потери энергии колебаний ча­
стиц. В случае пузырьков газа в жидкости наблюда­
ется сдвиг резонансной частоты колебаний ча­
стиц в сторону увеличения и монотонное 
уменьшение фазовой скорости этих волн с увели­
чением концентрации частиц (30). В пределе 
|Tiova,|, |а,а//.| <  I выражение (42) дает амплигуды 
А0 и В0, равные амплитудам из работы |2|.

Следует отметить, что в работе |2| определено 
не только волновое число к „ ,  но и эффективное 
сдвиговое чи сл о м , позволяющее сказать, что да­
же газожидкостная смесь с монопольным типом 
колебаний частиц обладает напряжениями сдви­
га. В настоящей работе нет условий для определе­
ния qm, но когда кт -  т|0, можно считать кп, и qm в 
обоих случаях одинаковыми.

Кратко остановимся на основных отличиях 
традиционного метода решения задач рассеяния 
звука на дискретных неоднородностях от метода, 
развиваемого автором настоящей работы. Начи­
ная с работы |5| и вплоть до настоящего времени, 
подобные задачи решаются с помощью введения 
двух полей — суммарного ноля, рассеянного все­
ми частицами, и эффективного поля, действую­
щего на выделенную частицу. Основная проблема 
здесь заключается в определении эффективного 
поля. Наибольшей популярностью пользуется ги­
потеза, введенная еще в |5|, о равенстве этих по­
лей. В монографии 16 1 и работе 1121 предлагаются 
попытки ее обоснования, а в работах 17, 81 она за­
маскирована с помощью квазигомогенного под­
хода в описании звука в жидкости с пузырьками 
газа. По мнению автора, эта гипотеза справедлива 
только для малых концентраций частиц и одно­
кратного рассеяния поля на частицах.

Развиваемый автором подход является более 
универсальным с точки зрения как концентрации 
частиц, так и типов колебаний отдельной частицы и 
базируется на сферических средних от полных по­
лей скалярных и векторных потенциалов вокруг ча­
стиц и амплитудах их колебаний. В работе 1131 по­

казано, что набор из пяти сферических средних от 
скалярного и векторного потенциалов дает описа­
ние монопольною, двух дипольных (от скалярного 
и векторного потенциалов) и ротационных типов 
колебаний сферической частицы в вязкой жидко­
сти и в упругой среде. В результате в |9| получены 
операторы, которые из произвольных полей потен­
циалов вокруг частицы выделяют компоненты, от­
ветственные за перечисленные типы колебаний, и 
определяю! их амплигуды. В работе 110| дан фор- 
мализм многократного рассеяния звука в вязкой 
жидкости или упругой среде, существенно расши­
ряющий возможности этого метода. Там _к(к}>ек- 
тивное поле вообще не используется, хотя, в прин­
ципе, оно может быть определено.
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