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Для решения задач о колебаниях пластин и оболочек с ребрами жесткости и других произвольных 
подкрепленных структур разработан универсальный подход. Этот подход применим, если известны 
решения для независимых подкрепляемой части и подкрепляющих элементов структуры в виде яв­
ного выражения обобщенных смещений через обобщенные силы. Полученное универсальное урав­
нение используется для решения задачи о детерминированных колебаниях замкнутой цилиндриче­
ской оболочки с “ размазанными”  стрингерами и дискретными нерегулярными шпангоутами. По­
лученное решение используется для оценки эффекта снижения шума в салоне винтового самолета 
за счет остановки шпангоутов, расположенных вблизи винта.

/Ключевые слова: подкрепленные структуры, шум в салоне, подкрепленная оболочка, шпангоуты, 
нерегулярные структуры.
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ВВЕДЕНИЕ

Пластины и оболочки, подкрепленные ребра­
ми жесткости, широко используются в разных об­
ластях техники, например, в судо- и авиастрое­
нии, строительстве, гидротехнических сооруже­
ниях. Теории и методам расчета деформаций и 
колебаний таких структур посвящены многочис­
ленные работы. Существует большое число инже­
нерных, численных и аналитических методов для 
точного или приближенного расчета пластин и обо­
лочек при регулярном или нерегулярном подкреп­
лении их ребрами. Среди аналитических методов, 
учитывающих дискретность ребер, можно указать 
такие, как: метод матриц перехода, распространяю­
щихся волн, функций Грина, Рэлея—Ритца, ортого­
нальных разложений, пространственных гармони­
ческих разложений 11—3). Похожими методами ре­
шаются задачи о подкрепленных бачках. Но при 
всем и зобилии существующих расчетных методов 
и обширности исследо1заний в этой области зна­
ний, по-видимому, не хватает единого простого 
подхода к  решению всех этих, в общем, похожих 
задач.

В данной статье предлагается такой единый 
подход. Выводится сравнительно простое уни­
версальное уравнение для расчета колебаний 
подкрепленных структур. Под подкрепленными 
структурами здесь понимаются любые линейные 
упруго-инерционные системы, которые можно 
представить в виде основной части и подкрепля­
ющих элементов. При этом требуется найти коле­

бания только основной части при возбуждении 
приложенными к  ней силами. Этот подход можно 
использовать для всех методов расчета, в которых 
смещения подкрепляемой части структуры рас­
кладываются по некоторой заданной системе 
функций, т.е. представляются в виде конечного 
числа обобщенных координат. Использование 
универсального уравнения позволит упростить ре­
шение широкого класса задач, сделает более по­
нятными уже существующие решения. Например, 
к  единому предлагаемому здесь виду легко приво­
дятся конечные соотношения в статьях |4—8|, в ко­
торых решаются задачи о колебаниях подкреплен­
ных пластин и оболочек.

Для лучшего понимания предлагаемого подхо­
да в статье сначала рассматривается простейшая 
механическая структура, затем задача решается is 
самом общем виде для произвольных подкреп­
ленных структур. Далее для иллюстрации подхода 
решается задача о колебаниях замкнутой цилин­
дрической оболочки с “ размазанными”  стринге­
рами и нерегулярными дискретными шпангоута­
ми, моделирующей фюзеляж винтового самолета. 
Приводится оценка снижения шума в салоне 
винтового самолета путем остановки отдельных 
шпангоутов. При этом акустическая часть задачи 
здесь не описана, поскольку она уже изложена в 
работах авторов |9, 10|.
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Рис. 1. Простая подкрепленная структура.

РЕШ ЕН ИЕ ДЛЯ ПРОСТОЙ 
П О ДКРЕПЛЕНН О Й СТРУКТУРЫ

Предлагаемый ниже подход к решению задач о 
смешениях или колебаниях подкрепленных струк­
тур я мястся универсальным и подходит как для со­
всем простых механических систем, так и для си­
стем с любой степенью сложности.

Рассмотрим вначале простую подкрепленную 
структуру, состоящую из двух тел с массами /и,, т2 
на невесомой балке, подкрепленной пружиной с 
жесткостью Л (рис. I). Пусть точка крепления пру­
жины отстоит от центров масс на расстояниях, ко­
торые относятся как d2Kdb u пусть d2 +  d , =  I . Пусть

на массы действуют гармонические силы Qte‘"'\ 
Q2e "". Необходимо найти амплитуды смещений 
масс: xh / -  1.2. Далее временной множитель и 
слово “ амплитуда”  везде опускаются.

Сжатие пружины хк определяется действующей

на нее силой: х к = l kQk, где I к -  к '  -  податливость 
пружины. Смещения масс такой неподкрепленной 
"гантели" определяются динамическими податли­
востями масс /,. 12: X/ = I,Qh I, -  (-/и,®2)"1. Условие 
неразрывности пружины и “ гантели”  задается ра­
венством хк = ^  djX/. Условие равенства нулю сил и 

моментов, действующих на балку (Q\d2 -  Q2db 
Q\ +Q 2 = (?*), определяет связь дополнительных 
сил -(?*, действующих на массы, с силой реакции
пружины: (?* = d(Qk. Перепишем четыре получен­
ных уравнения:

I>*, =  /, ( а - < ? ‘ ), 2>х* =  / * а ,
'  ’  ( о

3) * *  = 4> Q, = diQk-

Из них можно получить систему уравнений относи­
тельно смещений масс и разрешить ее напрямую:

(—/н,(о2)*, + d ik^d fX ,- = Q,. (2)

М ожно поступить иначе и получить вначале 
уравнение относительно реакции пружины:

АКУСТИ ЧЕСКИ Й  ЖУРНАЛ том 61 №  4 2015

Рис. 2. Схема подкрепленном структуры.

** = /*<?* = = I w r r f f i ) ,

( л  + £ > ; / , ) &  = Y ^d .lQ ,

Подставляя явное выражение для реакции пру­
жины в первое выражение в (1) для смещений 
масс, получим решение

А  = /,(?, -  lid , (4)

Эго решение состоит из двух слагаемых: из сме­
щения неподкрепленной “ гантели”  /,(?, и из сме­
щения под действием реакции пружины - l tdQk. 
Реакция пружины Qk определяется как смешение 
точки ее крепления для неподкрепленной “ ганте­
ли”  У djljQ i, деленное на сумму податливости 
пружины 1к и податливости точки крепления пру­

жины для неподкрепленной “ гантели”  у \ / , 2/,-.

Решения задач о колебаниях произвольных 
подкрепленных структур всегда можно пред­
ставить в похожем виде. Строгое обоснование 
этого сформулировано в виде теоремы в статье 
Ю .И. Бобровницкого [ 111.

УНИВЕРСАЛЬНОЕ ВЫРАЖ ЕНИЕ 
ДЛЯ РАСЧЕТА С М Е Ш Е Н И Й  

П О Д КРЕ П ЛЕ Н Н Ы Х  С ТРУКТУР

Рассмотрим теперь произвольную линейную 
упруго-инерционную систему, состоящую из ее 
основной части (С) и одного или нескольких не­
зависимых подкрепляющих элементов (R ,, ..., Rp) 
(рис. 2). Получим универсальное выражение для 
расчета колебаний основной части под действием 
приложенных к  ней сил.

Смещения основной части всегда можно пред­
ставить с достаточной точностью в виде конечно­
го числа обобщенных смещений Wm. Силы, дей­
ствующие на основную часть, также всегда можно 
предс тавить в виде обобщенных сил Qm. Пусть из­
вестно в явном виде решение для нелодкреплен- 
ной основной части. Это значит, что вектор обоб­
щенных смещений W,„ можно выразить через век­
тор обобщенных сил Q„, с помощью некоторой
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известной матрицы взаимных обобщенных дина­
мических податливостей

Wm = (5)
Курсивом в статье обозначаются элементы 
векторов и матриц, а жирным шрифтом они 
обозначаются целиком. Если смещения раскла­
дываются по собственным модам, то матрица 1„„„ 
будет диагональной. Она может быть блочно-диа­
гональной, как в случае рассмотренной ниже обо­
лочки, где она представляется как трехмерная 
матрица.

Пусть на границах контакта основной части с 
подкрепляющими элементами смешения и дей­
ствующие на элементы силы можно задать с помо­
щью обобщенных смешений WpJ и сил QpJ, где j  — 
номер обобщенного смещения или силы для р-й 
опоры. Допустим, что известно решение для расче­
та смещений границ подкрепляющих элементов че­
рез действующие на них силы. Другими словами, 
известны матрицы входных взаимных обобщенных
динамических податливостей

<  = Ъ '№ -  <6>
/

Здесь смешения и силы Wpj, Qp/ можно рассмат­

ривать как элементы матриц W *, Q*., a /*,- -  как

элементы трехмерной матрицы I*,-. Выражение
(6) удобнее переписать в таком матричном виде:

К  = Ы -  <7>
Здесь и далее используется нестандартная ком­
пактная форма записи произведения двумерных 
и многомерных матриц. Поскольку произведение 
многомерных матриц неоднозначно, то требуется 
явное указание индексов, по которым идет сумми­
рование (калиевые индексы), и общих для сомно­
жителей индексов (скотовые индексы). Предлага­
ется в левом сомножителе подчеркивать двойной 
чертой индексы, по которым идет суммирование, а 
одинаковые индексы считать общими по умолча­
нию. При этом производить умножение нескольких 
сомножителей следует справа налево. Обращение 
многомерных матриц также неоднозначно. Усло­
вимся подчеркивать одинарной чертой индексы, по 
которым оно производится.

Обобщенные смещения границ W * всегда 
можно выразить через обобщенные смещения ос­
новной части W„, с помощью некоторой матрицы 
связи смешений Еррп:

К  = Em™nr (X)
Обобщенные силы Q,,,, действующие на основ­
ную часть, складываются из внешних обобщен­
ных сил Q", и обобщенных сил от реакций под­
креплений -Q ^  :

Q« = Ош “ Qm* (9)
Обобщенные силы от реакций подкреплений Q */ 
линейно выражаются через обобщенные силы
Од,-, действующие на подкрепления, с помощью 
некоторой матрицы связи сил FmpJ:

О™ = К Ж г  (10)

Обобщенные силы QlmK и Q pJ представляют одну и 
ту же систему сил, действующих но границам, но 
разложенную по разным функциям. Матрицы 
связи смещений и сил при определенных услови­
ях будут различаться только коэффициентом 
(см. приложение А).

Получается, что произвольная подкрепленная 
структура задается четырьмя матрицами Imra., I*,., 
Еpj„ ,  Fmpj и описывается четырьмя уравнениями:

1) W „  = I m„ . (Q “ . -  Q " ) ,  2) W j  = Ipy/Q p/.

3) W *  =  E w.ffiW m, 4) Q "  =  Fm, ,Q * ,

где первое — уравнение динамики основной части, 
второе — уравнение динамики подкрепляющих эле­
ментов, третье и четвертое — кинематические и ди­
намические условия контакта. Из этих уравнений 
можно получить одно уравнение относительно 
обобщенных смещений основной части W,,,:

(Z mm + Fm'g Z pj-jE pJm) VV„, =  Q °, 

7 — I 1. y K  — I л_|
^ m m  1 m m 4 p / j  я p j f  •

( 12)
Здесь Z mm, Z*.j — матрицы взаимных обобщенных 
динамических жесткостей. Обратив записанную 
в скобках матрицу суммарной жесткости, можно 
получить решение:

W,„ = с ж ,  а 1 =  (ZЫт + f,,£-z *v e дУга)-'. (13)
Однако полученное решение часто является неэф­
фективным, поскольку требует обращения магри- 
цы слишком большого размера. Для многократного 
расчета на разных частотах быстрее произвести рас­
чет возможно, если использовать предварительно 
определяемые собственные формы и частоты. Их 
можно определить, разбив последнее выражение в 
скобках на упругую и инерционную части.

Но здесь предлагается подход, основанный на 
предварительном определении обобщенных сил
Q,,,, действующих на границах. Приравняем пра­
вые части второго и третьего равенств в ( 11):

K uQ Kp/ = EpJmWm. (14)
Используя первое и четвертое равенства в (11), 
выразим обобщенные смещения W,,, через силы

на границах Q * : Wm = Im„,(Q^ -  F „,„Q *) и подста­
вим в (14):

i p j / Q p j  =  E p j n , MQ'm- -  K p / Q p f ) -  ( 15)
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Обобщенные силы на границах Q * удалось 
выразить через самих себя. Перенесем слагаемые 
сним и влево:

 ̂p ji»^  тт  ^  Р ) ^  ДГ'яД mm'Q " i '

(16)

Здесь й;1/,- — единичная диагональная матрица. Вы­
ражение в скобках представляет собой сумму мат- 
рицы подаглииосгей опор 1^-8^,- и матрицы подат- 
ливостей основной части Ewml mmFmW при действии 
на нее сил по границам контакта опор. Произведе­
ние справа EpjJ mm.Qnm- представляет собой обоб­
щенные смешения границ при возбуждении внеш­
ними силами изолированной основной части.

Выразим явно обобщенные силы QpJ, действу­
ющие на подкрепления:

QR  _  » in v  р  а л О  
р /  ~  * *  р /  p j  p jm  * / о т х  т '

\ ' nv = А-1 А _  I^  я , г  I рЛ pjpj ~ ™pj.pf' Л pjpf ~ 1 PJ/°РР + ^pjmgmmr mpj-
(17)

Подставим их в первое выражение в ( I I )  для 
обобщенных смещений основной части:

w„, = (18)

Полученное в (17), (18) уравнение является уни­
версальным и подходит для решения широкого 
класса задач. Если для некоторой подкрепленной 
структуры получены четыре матрицы I, 1Л, Е, F с 
некоторыми наборами индексов, то задачу о де­
терминированных колебаниях ее основной части 
можно считать решенной. Для этого следует толь­
ко подставить их в формальное выражение

W = IQ° — I F(I + EIF) 1 EIQ° (19) 

и проверить правильность индексов.

ПРИМЕРЫ  П РИ М ЕНЕНИЯ 
УНИВЕРСАЛЬНОГО ВЫРАЖЕНИЯ

Покажем, как будет выглядеть универсальное 
выражение в общем виде для нере1улярно под­
крепленных балки, пластины и оболочки (рис. 3). 
Выражения будут отличаться друг от друга только 
наборами индексов матриц.

Возьмем балку с точечными опорами, создаю­
щими только нормальную реакцию. Разложим ко ­
лебания балки по собственным модам с индек­
сами т. Четыре определяющие ее колебания мат­
рицы будут иметь вид Ерт,Етр. Тогда, подста­
вив их в ( 19), можно сразу записать решение в виде

wm= i„,q :  -  i mFm, A ; x 2imQ:,
А р р  \  рЪ pp f  +  К I р .

( 20)

Рис. 3. Нерегулярно подкрепленные балка, пластина 
и оболочка.

Возьмем теперь прямоугольную пластину, сво­
бодно опертую по краям и подкрепленнуютонки- 
ми параллельными одной стороне ребрами. Раз­
ложим нормальные колебания и силы для пла­
стины по мультипликативным синусоидальным 
собственным модам с индексами п, т. Ребра пусть 
совершают связанные изгибно-крутильные коле­
бания и создают нормальные реакции и моменты. 
Разложим смещения и силы для них по синусои­
дальным, а углы поворота и моменты — по косину­
соидальным формам с индексом п. Формы ребер и 
моды пластины в этом случае хорошо согласуются, 
моды с разными индексами /; не взаимодействуют. 
Реакция ребер определяется тогда матрицей 1вд/, 
гдеу' =  {1,2}: у =  1 для смешений и сил, a у =  2 для уг­
лов поворота и моментов. Задача является квазиод- 
номерной, и индекс п выступает в соотношениях 
как общий параметр. Матрицы связи смещений и 
сил выражаются через синусы с индексами т и не 
зависят от индекса п. Четыре матрицы будут иметь 
такие индексы: 1пт,1 *р„ ,  Ер]„,¥ т„ .  Решение полу­
чится в виде

W  - I  П °  - I  К A -1 F I О 11" л т  ~  *  п т '< п т  1 п т ■ m p f  п  п р /р /* - *  p jm ■ т п '< т п • 

A n p j p j  ~  ^ n p j f i p p '  ^ p j m ^ п т Е щ р ’/ -

( 21)

По сравнению с выражением (20) для подкреп­
ленной балки здесь добавился общий индекс п и 
индексу для подкреплений.

Возьмем незамкнутую цилиндрическую обо­
лочку, нерегулярно подкрепленную шпангоутами 
и свободно опертую по краям. Для оболочки, в
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Рис. 4. Цилиндрическая оболочка с размазанными 
стрингерами и дискретными шпангоутами.

отличие от пластины, три компоненты смешения 
/ =  {х, у, z} являются взаимосвязанными. Разло­
жим компоненты смещений и силы по формам с 
индексами nmi, как это расписано далее в ра зложе­
нии (24). Матрица обобщенных податливостей обо­
лочки связывает псе компоненты обобщенных 
смещений и обобщенных сил дли каждой пары ин­
дексов п, т: W„m, =  l nmifQnm:  Смещения ребер опре­
деляются четырьмя компонентами j  =  (х,у, г.О}, а 
матрица их подаглшзостей по виду не изменяется:
I„рц. В матрицах связи смешений и сил добавится 
индекс /': E/Vffi, F,m>/. Поэтому решение для неза­
мкнутой оболочки, подкрепленной шпангоутами, 
имеет вид

^ 'n m i ^ n m i f Q  n m i' Iн иш  ^ 'm i ' ^ / ^ n / p p ' /  ̂ p jn u Iи /и»  Q птГ»

^ " P j p f  ~  P i l ^ P P '  ^ p jm i ^ n m i f ^ m ip ' f ■

( 22)
Для регулярно подкрепленных балок, пластин 

и оболочек, в том числе с ортогональным под­
креплением, разрешаемых с применением теории 
периодических структур, выражения будут иметь 
похожий вид. В них не будет номеров ребер, зато 
появятся общие индексы, соответствующие фа­
зовым константам 18— 101.

стью понимается идентичность ребер и постоян­
ство шага их установки. На низких частотах при 
оценке внутреннего шума можно “ размазать”  регу­
лярно установленные стрингеры, а шпангоуты 
рассматривать как дискретные.

Методы расчета, принимающие во внимание 
регулярность ребер и использующие теорию регу­
лярных структур, позволяют сократить время рас­
чета. Однако при учете дискретного подкрепле­
ния оболочки только водном направлении время 
расчета мало и регулярно расположенные шпан­
гоуты проще рассматривать как нерегулярные. 
В данной работе искусственно создается нерегу­
лярность шпангоутов путем остановки некоторых 
из них с целью снижения шума в салоне от второй 
гармоники винта на частоте 160 Гц.

Рассмотрим замкнутую цилиндрическую обо­
лочку длиной L и радиусом R с “ размазанными”  ре­
гулярными стрингерами и дискретными шпангоу­
тами (рис. 4). Шпангоуты могут отличаться друг от 
друга но своим параметрам и иметь произвольную 
координатух,,, где/» -  номер шпангоута. Стрингеры 
установлены с шагом dv. Ортотропная оболочка с 
“ размазанными”  стрингерами здесь будет играть 
роль основной части, а шпангоуты -  роль подкреп­
лений. Шпангоуты рассматриваются как линейные 
элементы.

Уравнения колебаний для изолиро1занной изо­
тропной тонкой оболочки с “ размазанными”  стрин­
герами и для шпангоутов можно записать в виде

L„-w-(x,y) = q,(x,y), w.,., =

,  R К  .  .  И .  .  КLp^pAy) = q wrt(1 =

ч > V

% • 4,1) = ь
k - J (23)

W
Р * '  Я р *  '

w p y к Я р у

W PZ
' 4 p ( j )  -

Я р .:
U o „

У р 1 я ,

Здесь wx, Wy.Wj — компоненты смещений средин­

РАСЧЕТНЫЕ СО О ТНО Ш ЕНИЯ 
ДЛЯ ОБОЛОЧКИ, НЕРЕГУЛЯРНО 

П О ДКРЕП ЛЕН Н О Й  Ш П АН ГО УТАМ И

Для иллюстрации практического применения 
универсального уравнения получим подробные со­
отношения для расчета колебаний оболочки с “ раз­
мазанными" стрингерами и дискретными шпангоу­
тами. Затем оценим эффект остановки отдельных 
шпангоутов на снижение среднего уровня шума в 
едлоне винтового самолета.

Основную проблему для самолетов с винтовой 
силовой установкой представляют первые несколь­
ко гармоник основной лопастной частоты винта. 
Для самолетов характерна регулярность установки 
стрингеров и шпангоутов, по крайней мере, для 
больших фрагментов фюзеляжа. Под регулярно­

ной поверхности оболочки, р — номер шпангоута, 
qx,qv,q. — компоненты поверхностных сил, 
wpx, Wpy, wp.,Qp — компоненты и угол поворота ли­
нии шпангоутов на срединной поверхности,
Ярх'Яру< 4pz>mp ~  компоненты линейных сил и ли­
нейный момент. В скобках указаны раскрывае­
мые индексы. Упруго-инерционный оператор 
L pj/ приведен в приложении Б.

Для замкнутой оболочки, в отличие от неза­
мкнутой, разложение в окружном направлении 
производился по синусам и по косинусам. Поэтому 
добавляется еще один индекс s/c, от которого зави­
сят только обобщенные внешние силы и обобщен­
ные смешения оболочки, а остальные матрицы 
одинаковы. Колебания оболочки и действующие
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на нее с и л ы  р аскл ад ы ваю тся  в д в о й н о й  т р и г о н о ­
м е т р и ч е с ки й  р яд  п о  тр е х м е р н ы м  га р м о н и ч е с к и м  
ф у н кц и я м  (ф орм ам ), удовлетворяю щ им  гр а н и ч н ы м  

условиям  свободного  о п и р а н и я  (м н о ж и те л ь  е’"'1 вез­
де опускаем ):

W/(X,T) = £ £ ( ' О | ' т 0 ' )  + К ш У т О ф -т М ,
т= I п-\

4 l ( X , y )  =  X X l Q m m V m O ’)  +  О ш ш Ч 'ш О ') )ф т /( ^ ) ^

т = I  л=1

5 > с п

ф « , ) < * )  =
X

X

Vs  " ч

• Ф ф . 0 ' )  =
у

U J
- Ф * ,> 0 ')  = s l

У ,

Cm = cos(k,„x), c l = с" cos(к„у), 

sxm =  sin(A:„,x), s i  = sin ( k ny ) .

k- = n ,R ■ k- - ,'m/R

Здесь n и m — о к р у ж н о й  и п р о д о л ь н ы й  и н д е кс ы . 

К о э ф ф и ц и е н т  l/V 2  для  // =  0 введен для равенства

н о р м  всех ф орм . Ф о р м ы  ко л е б а н и й  р „„  не я в ­
л я ю тс я  с о б с т в е н н ы м и . Д е й с тв и е  на  н и х  м а т р и ч ­

н о го  о пе р а то р а  L,T м о ж н о  за м е н и ть  у м н о ж е н и е м  
на  с и м м е т р и ч н у ю  м а тр и ц у  ч а с то тн о  за в и си м ы х  

ко э ф ф и ц и е н т о в  Z nm„-, к о т о р у ю  м о ж н о  н азы вать  
м а тр и ц е й  о б о б щ е н н ы х д и н а м и ч е с к и х  ж е с тко с те й  
о р т о т р о н н о й  о б о л о ч ки :

L,-/ ( v f  Ф „,) = (25)

В ы вод  м а тр и ц ы  Z nm„- для  о б о л о ч ки  с "р а з м а з а н ­
н ы м и ”  с т р и н ге р а м и  привед ен  в п р и л о ж е н и и  В.

П одставим  разлож ения ко л е ба ни й  обол очки
(24 ) в первое уравнение  (23) и по л учи м  связь обоб­
щ е н н ы х  см е щ е н и й  и сил  для о б о л о ч ки  с “ разм азан­
н ы м и ”  стри н ге р а м и  без ш п а н го уто в  для ка ж д ой  па­
ры  и н д е кс о в /7 , / //д л я си н усо и д а л ь н ы х  и ко с и н у с о и ­
дал ьны х в о кр у ж н о м  направл ении  ф орм:

Z nn/,W t = Q t f -  (26)

О б р а ти м  м а тр и ц у  Z , п о  “ м а л ы м ”  и н д е кс а м  и 
п о л у ч и м  п е р в у ю  и с к о м у ю  м а тр и ц у  — м а тр и ц у  
о б о б щ е н н ы х  д и н а м и ч е с к и х  п о д атл и в осте й  о с ­

н о в н о й  ч а сти  с т р у к т у р ы : l nmir =  Z

К о л е б а н и я  ш п а н го у т о в  и д е й с тв у ю щ и е  на  н и х  
си л ы  со  с т о р о н ы  о б о л о ч ки  пр ед ста ви м  в виде раз­
л о ж е н и я  п о с л е д у ю щ и м  ф орм ам :

К .  \wwCv) £ ( ' С <  0 0 + vO £ ck)).
/1=1

q»o,> = (27 )

/1=1

ГсГ

~с п

sH

IIsэ- s i

c l

s i  7 л
.

Ч_

Д е й с тв и е  о пе р а то р а  ш п а н го у га  на  е го  (|ю р м у  
м о ж н о  за м е н и ть  у м н о ж е н и е м  на м а тр и ц у  ко э ф ­

ф и ц и е н то в : L ^ ( y " )  =  Z Rp„f y i r  Здесь Z Rm.j -  с и м ­

м е тр и ч н а я  м а тр и ц а  о б о б щ е н н ы х  д и н а м и ч е с к и х  
ж е с т ко с т е й  ш п а н го у т о в . П о д ставл яя  р а зл о ж е н и я
(27 ) в ур а в н е н и я  ко л е б а н и й  ш п а н го у т о в  (2 3 ), п о ­
л у ч и м  связь

;«*/<■ _ г\ К'1с (28)

О братим  м атр и цу  о б о б щ е н н ы х  ж есткостей  и полу­
ч и м  вто рую  и с ко м у ю  м атр и цу  — м атр и цу  о б о б щ е н ­

н ы х  д и н а м и ч е с ки х  податливостей о п о р : \Крп̂  =  

=  Zpl/j- О сталось  то л ь ко  по л учи ть  м а тр и ц ы  связи 
о б о б щ е н н ы х  см е щ е н и й  и сил.

У сл о ви е  н е р а зр ы в н о с ти  и раве н ства  у гл а  на ­
кл о н а  ш п а н го у т о в  и о б о л о ч ки  у д о б н о  за п и с а ть  с

п о м о щ ь ю  сл е д ую щ е й  о п е р а то р н о й  м а тр и ц ы  F,y:

О 0 0 0

* l ( y )  = F> ,U -y ) .  К ,  = 0 1 0  0 
О 0 I Rd/dx

(29 )

Ф о р м ы , п о  ко т о р ы м  р а скл а д ы ва ю тся  ш п а н го у т ы  

y l f c, х о р о ш о  “ л о ж а т с я ”  на о к р у ж н ы е  к о м п о н е н ­

ты  ф ор м  о б о л о ч ки  47'1е. С п р а в е д л и в о  раве н ство

(30 )

Д е й с тв и е  о пе р а то р а  F '  на  п р о д о л ь н у ю  к о м п о н е н ­
т у  ф орм  о б о л о ч ки  <р„„ дает нам  третью  и с к о м у ю  

м а тр и ц у  — м а тр и ц у  с в я зи  с м е щ е н и й  E pjmi\

(«Pm,Up)) -  Еряф =

"<р

(  *  
Сщр 0 0 0

0
л:

Snip 0 0

0 0
X

^  тр k „ R c l p ,

-Г
Smp -  s i n ^ ^ x , , ) .

(31 )

Д е й с т в и т е л ь н о ,

w JrOO = f!}v/i(Xp,y),

W% v j c(y) = ^ ( w ^ o w ^ ) )  =

= v J /V ) ^ ^ m(^P) ) w i ,i, = EptS!w : t
У ч и ты в а я , ч то  р а зл о ж е н и е  п р о и зв о д и л о с ь  по  
ф орм ам  с о д и н а к о в о й  н о р м о й , с уче то м  вы ра ж е -

(32)
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Таблица 1. Параметры оболочки, материала и слоев 
звукоизолирующей конструкции

Геометрия оболочки

Радиус. R, м 2.05
Толщина обшивки. И, м 0.0015
Длина пролета, dx, м 0.54
Ширина ячейки, dv, м 0.158
Число ячеек, Nx х /V,, 16 х Х2
Длина модели, м 8.64

Материал
Плотность, р. кг/м3 2780
Модуль Юнга, Е. Н/м2 7.0 х 10ю
Коэффициент Пуассона, ц 0.33
Тангенс угла потерь, ц 0.03

Слои ЗК
Микролайт, h, м 0.075
Воздух, И, м 0.03
Панель интерьера, ли, кг/м2 2.4

Таблица 2. Параметры ребер

Стрингер Шпашоуг

Площадь, А. м2 1.1 х к г 4 2.6 х ю -4
Пчавный момент, /. м4 8.4 х ю  4 2.8 х |0~7
Момент кручения, J. м4 4.0 х ю -111 2.1 х Ю- 10

Боковой момент, /., м4 2.8 х |0 9 1.6 х Ю-х
Сектор, момент, С. м6 5.1 х Ю-15 1.7 х Ю -"
Центр жесткости z. м 1.6 х Ю~3 4.3 х Ю“ 2
Центр массы г, м 1.1 х ю - 2 4.6 х Ю-2

ния (А6) можно сразу записать четвертую матри­
цу — матрицу связи сил:

F = 2Е rimi/L .  (33)
Таким образом, все четыре искомые матрицы 

I„«.г, Ip„jjj Ews-, найдены. Подставляя их в по­
лученное ранее выражение (22) последовательно 
для синусоидальных и косинусоидальных обоб­
щенных сил, получим все обобщенные смещения 
замкнутой оболочки, подкрепленной шпангоу­
тами:

VV '/1' -  I  п 11' / г  - 1  F  A -1 F  I n 0s/e" ш и  ‘ nmii W n m f  * пт '[‘  пи'p i n p j p j  PJ'JU n m ii^ tn m i'

^npjpf ^npj/^pp Ч" Еpj,„iIF „ „ - p y .
(34)

О Ц Е Н КА  Э Ф Ф Е КТА  ОСТАНОВКИ 
ОТДЕЛЬНЫ Х Ш ПАНГОУТОВ

Если имеется решение для расчета замкнутой 
подкрепленной оболочки, то можно оценить уро­

вень звукового поля в салоне самолета. Для прове­
дения расчетов возьмем подкрепленную оболочку с 
параметрами, приведенными в табл. 1.2. Поле, воз­
буждающее оболочку на частоте 160 Гц, зададим ко­
локолообразной функцией с набегом фазы в окруж­
ном направлении:

q(x.y) = ехрН.х -  х0)7 Л 2Д -  0 ’ -  у,,)2/ А 2 -  

-  /2п(у -  у (, ) /А ф), лг0 = 2 .9 7  м, уп =  0. (35 )

Л д. =  1 м, А у =  1.5 м, Л ф =  1.5 м,

грубо соответствующей второй гармонике от од­
ного винта. Максимум интенсивности поля (д-0) 
располагается ровно посередине между 5-м и 6-м 
шпангоутами.

Под оболочкой расположим однородные слои 
рыхло-волокнистого материала и инерционную 
панель интерьера (табл. I). Торцы объема для про­
стоты будем считать акустически мягкими. Звуко­
вое поле в объеме разложим пообьемным функци­
ям Бесселя. Полученную свя занную упруго-акусти­
ческую задачу решим так. как это было описано в 
110|. Реакция внешней и внутренней среды со слоя­
ми там выражалась в виде матрицы , прибав­
ляемой к элементам Z „m!, матрицы оболочки.

Остановка шпангоутов в расчетах осуществля­
лась путем умножения их модуля Юнга на 100. 
В реальности остановки шпангоутов возможно 
достичь за счет их усиления или установки на них 
систем виброгасителей. В расчете использовачось 
п х т =  150 х 144 упругих форм и 18 х 24 акустиче­
ских. При этом максимальные волновые числа по 
каждой координате в обшивке и в воздухе при­
мерно втрое превосходили их собственные вол­
новые числа на частоте 160 Гц.

На рис. 5а показаны колебания исходной обо­
лочки поддействием второй гармоники основной 
лопастной частоты винта, а на рис. 56. 5в пред­
ставлены колебания после остановки двух и четырех 
шпангоутов. Путем перебора всех разумных вариан­
тов определялись номера шпангоутов, остановка ко­
торых дает наибольший эффект. Наилучшие вариан- 
ты и эффек ты снижения среднего уровня шума полу­
чились следующие: остановлен шпангоуте номером 
5 — эффект 5.4 дБ; с номерами 5, 7 — 10.4 дБ; с номе­
рами 4, 6, 7 — 13.3 дБ; с номерами 4, 5, 6, 7 — 19.0 дБ.

Таким образом, в общем виде получено универ­
сальное уравнение для расчета колебаний подкреп­
ленных структур. В это выражение входят четыре 
матрицы: матрица, определяющая колебания ос­
новной неподкрепленной части структуры; матри­
ца, определяющая колебания мест контакта под­
креплений под действием приложенных к  ним 
сил; две матрицы, выражающие кинематическое 
и динамическое условия контакта. Это уравнение 
можно использовать для решения широкого класса 
задач. Показано, как выглядит это выражение для 
простой механической структуры, для подкреплен­
ной балки, для пластины и для оболочки, подкреп­
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ленных одним набором ребер. На основе этого вы­
ражения описано решение о детерминированных 
колебаниях замкнутой цилиндрической оболочки с 
“ размазанными”  стрингерами и дискретными не­
регулярными шпангоутами. Это решение приме­
нено для оценки эффекта снижения шума в сало­
не самолета за счет остановки шпангоутов, распо­
ложенных вблизи винта.

Приложение А. Связь матриц Е и F
Покажем, что матрицы связи смешений Е и 

сил F различаются только коэффициентом в слу­
чае, когда смешения и силы раскладываются по 
одной ортогональной системе функций, имею­
щих одинаковые нормы. Рассмотрим структуру, 
изображенную на рис. 2. Пусть смешения и силы 
для основной части раскладываются по некото­
рой системе функций ф,„(д:):

*<*) =  Wa<pffl, qCR(x) = Q £ V  (Л I)
Здесь х  -  совокупность координат точек основой 
части, а т — совокупность индексов.

Пусть на границах подкреплений смещения и 
силы раскладываются по одной системе функций
У рМ пУ

*р(УР) = </р(УР) = Q H V  <л 2 >
Здесьу,, — совокупность координатр-\\ границы, 
причем уп cz х.

Приравняем смещения основной части и под­
креплений вдоль границ и получим матрицу свя­
зи смещений EpJm:

W > „ .  =  W 2,(PmCу , ) ,

w *  =  V - j  J w 2«pm0 ’P)V Pjd y  =  E,,.s W ffl, (A 3 )

E /vm =  v p> | ф n W Pj d y „ ,  v -  =  \ v ) , j d y p .

Теперь приравняем силы и получим выражение 
для матрицы связи сил:

О ^ Ф т С У р )  =  Q p j V p j i y ) ,

Q "  = v m2X  JQRpiy PJ4>mdyP -  EmpjQ Rpj. (A4)
P  Уг

Следовательно, матрицы связи смещений и сил 
выражаются друг через друга с помощью норм 
функций:

Е/пд/ — ^  т  й/Еm p j ■  ( А 5 )

В случае, когда все нормы одинаковы, эти матрицы 
различаются только коэффициентом. Например, 
для замкнутой оболочки нормы всех функций мож­
но сделать одинаковыми и равными: v;imi =  k R I./2, 
а для шпангоутов vT = nR, тогда

Рис. 5. Ослабление колебаний оболочки при остановке 
шпангоутов: (а) исходная оболочка, (б) остановлены два 
шпангоута, (в) остановлены четыре шпангоута.

FmpJ=2E mpj/ L .  (Л6)

Приложение Б. Матричные 
операторы оболочки и ребер

Оператор для изотропной оболочки L,-, соглас­
но теории Гольденвейзера-Новожилова, можно 
записать в виде 112|

-< d \+ v~ d ] ) -v 'dydy -vdy

-V  дуду - К 22 - K 2i -  8,,-рАсо2,

Vdy к » 1+д2Д2 (Б1)

К  22 = д 2у + v д \ + a1 (A v~ d \+ d \),

K»  = dy - a 2dy ( ( 2 - v ) d 2x+dl ) ,

дх — Rd/dx, ду = Rd/dy, а2 = А2/(12/?2),

v “ =  (1 — v)/2, v* = (I -+- v )/2 , A = (5y+(9;.
Здесь И — толщина обшивки, R  -  р;щиус оболочки, 
V — коэффициент Пуассона, р — плотность, 6„- — 
единичная матрица. Подставим в оператор (Б1) 
формы разложения оболочки и получим симмег-
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р и ч н у ю  м а тр и ц у  д и н а м и ч е с к и х  ж е с т ко с т е й  Z cnmfi 
для н е п о д к р е п л е н н о й  о б о л о ч ки : L1,-, (v |/^ '<p„„) =

гшС s/c
=  Z nm(- ,V m  ф m i-

О п е р а то р  т о н к о п р о ф и л ь н ы х  ш п а н го у т о в , с о ­
гл а сн о  те о р и и  Власова 113 1, м о ж н о  за п и са ть  в в и ­
де (н о м е р  ш п а н го у т а р  о п у с ка е м )

A n A ,2 A, 3 A m )

e “ a “ - A i2 A 22 A 23 A 24

R 2 A,3 - a 2, A 33 A ,4

A 14 - a 24 A ,, A 44 /

Mu M\2 A/,3
- R \

-z „ ,
-M\2 M  22 M  22 0

M \3 -Л /23 M 33 x i
0 — R M  4 4 ,

К ,, = <7* + Э Д  -  с к7 Ц / е « ,

Кп = -<•?: + В Д ,  /Г.з = 7*0* - х*д), 

к „  = Т У у - й * + с « Г /Е « ) д 1 ,

(Б2)
К  22 — (I + 2zR + 7 « )ф

А 2з = 7 ^ - 0 ?(1 + г*(1 -0 *)),

А",4 = -(х *  + /Д)0?,

Азз =  7 £ д у  +  1 - 7z*d] ,  К у4 =  - 7 Д 0 ’  +  х *

А"44 = 7« + 7,к  -  GRJ Rd \ lE r , Л/и = 1 -  7*0*, 

л/,, = х*0р + 7,*0р,л /|3 = -7 *0 Р,

А/:. = 1 + 2г„* + 7 *, Л/ 23 = -(г*0Р + 7*0р), 

л/зз = I -  Т ^д ),м »  = 7* + 7 1
R R R

Здесь Е  , G  , А — модуль Ю н га , м одульсдвига , пл о - 

ш адь сечения; 7 "  =  J r/ (A kR2), 7„f  =  I r/ ( A rR4) -  
безразмерные м ом е н т кр уче н и я  и се ктор ал ьн ы й  м о ­

м ен т проф иля стрингера ; ( 7 * ,  7 * ,  7 Ry) =  

=  ^(у2 <yz,Z2)dAR / ( A R R2) -  безразмерные м ом енты  

сечения о тн о си тел ьн о  л и н и и  стрингера  на ср ед и н ­

н о й  поверхности  о б ш и в ки ; ( yR, z „ )  =  j ( y ,z )d A R/R -

безразмерные ко ор д и н а ты  центра масс проф иля, 
причем  z <  0 для внутреннего  располож ения  ребер.

У р а в н е н и я  д и с к р е т н ы х  с т р и н ге р о в  о т н о с и ­
те л ь н о  с м е щ е н и й  и сил  на л и н и и  к о н т а к т а  м о ж н о  
за п и са ть  в виде

"и

L2/WV- = 4 ws -” Л Л  ~

AO,

.9
4s(y ) “

Q s y

d s z
(x).

> » '  /  A

( х ) .

(Б З )

Здесь s  — н ом е р  с тр и н ге р а . О п е р а то р  т о н к о п р о -  

ф и л ь н ы х  с тр и н ге р о в  L y/ им еет вид■  S  | г  S  2 ш ш S
l jj- = Kir ~ “  M jf =

-1 Z'n,ds 0

r f r l 0

7?ydl 0
0 0 0 A44

I - y sx  - z Smd-x 0

-  ог’р  'л  

Ku = (7*d

3/ 2 2
7 -5 = 2“ Л А —.9

- г т

z £ d x
T-V =2

Л/ 3 3

—.9 
Ут

0 - z *
—.9
Ут М 4 4 ,

-  C v7 s ) / e \ Л/22 - - 7 *

(Б 4 )

Л/33 =  ) - / ; $ ,  л/44 =  / *  + / * .
Здесь в е л и ч и н ы , вхо д ящ и е  в в ы р а ж е н и е  для 
с т р и н ге р о в , а н а л о ги ч н ы  в е л и ч и н а м , у ка з а н н ы м  
для  ш п а н го у т о в . Д л я  ш п а н го у т о в  и с т р и н ге р о в  в 

расчете  п р и н и м а л о с ь =  7,s. =  х  *  =  7 *  =  0 .

Приложение В. 
“Размазывание ”  стрингеров

П о д ста в и м  в о п е р а то р  ( Б4) ф о р м ы  р а зл о ж е н и я  

с т р и н ге р о в  ф;я(у) =  (<£,j£ , s xm, s xj '  и п о л у ч и м  с и м ­

м е т р и ч н у ю  м а тр и ц у  Z 7 -  о б о б щ е н н ы х  д и н а м и ч е ­

с к и х  ж е с тко с те й  с тр и н ге р о в : Ly(«pmj) =  Z ,7-(p„„,

М а т р и ц ы  связи  с м е ш е н и й  Е*'„{■  и сил  для 
с т р и н ге р о в  м о ж н о  п о л у ч и т ь  п о  а н а л о ги и  с тем , 
к а к  о н и  б ы л и  по л уче н ы  для ш п а н го у т о в :

Б5П<| 1.22.33.34) — cs„,ssn,kncsn), ssn = siп(^я_у,),

E UKI 1.22.33.34) =  ( c L ^ - C ;L  Csn =  COS(k„yJ , (  В 1 )

I i  =  E * j/ ( n R ) ,  k„ =  k„R.
Здесь s  — ном ер  спрингера. С о гл асн о  в ы р а ж е н и ю
( 12 ), м атрицу вза и м н ы х  д и н а м и ч е с ки х  ж есткостей  
о б о л о ч ки  со  стри н ге р а м и  м о ж н о  п о л учи ть  ка к (В2)ZC + S .s /c  _ jSs/cyS 

‘ s n i j
. S s/c  
• sri if-
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При условии регулярности расположения стрин­
геров и малости шага их установки clv можно “ раз­
мазать" стрингеры. Для этого в выражении (В2) 
положим п =  п , проинтегрируем произведения 
синусов и косинусов из (B I) и получим

Z пплп) = zс
птОГ) +

о
z s

0 Z m \ 3

z i n - Z ' l A ,

Z m 2 i k n Z - m S S  +  Z m 4 A k n

(ВЗ)
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