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I. ВВЕДЕНИЕ
Модели, описывающие пористую среду в виде 

упругого скелета, заполненного вязким сжимае­
мым флюидом, впервые были предложены 
Я.И. Френкелем 111 и М.А. Био 12. 3|. Они пред­
сказали существование в такой среде двух типов 
продольных волн, изучению свойств которых 
внутри и на границах различных по природе по­
ристых сред посвящено значительное количество 
работ |4—10|. В большинстве случаев изучались 
материалы с небольшой пористостью (см., напри­
мер. 111 — 151), для которых влияние насыщающе­
го поры флюида (жидкости или газа) на продоль­
ную и поперечную волны в скелете относительно 
невелико, а скорости продольных волн значи­
тельно отличаются друг от друга по величине.

Однако при определенных сочетаниях упругих 
свойств материалов и давления в насыщенных га­
зом горных породах возможно возникновение 
условий, когда скорости продольных волн близки 
друг другу 116, 171. Как показано в работе 117|. в 
этой ситуации модуль упругости скелета будет 
близок по величине к модулю упругости сжатого 
газа. В случае искусственно созданных материа­
лов с высокими значениями пористости, 0.9 и бо­
лее [ 18, 19|, условия близости упругих свойств 
скелета и насыщающего поры газа могут возни­
кать и при атмосферном давлении, что представ­
ляет определенный интерес.

2. ОСНОВНЫ Е УРАВНЕНИЯ

Акустические свойства насыщенных пори­
стых сред будем рассматривать в рамках теории 
Био 131:

//graddivu -  prol rotu -  Cgraddivw =

= PЭи Р/Э w
d r  '  d r

Cgraddivu -  A7graddivw = ( I )

= P Э и  3 2w
dl

-  nr
d r P, vrHv 

к dl

где w = |3<u -  U). и = {ux,u y,u .} — смешение частиц 
скелета пористой среды. U = [Ux,U r,U .} — смеше­
ние частиц флюида, р = (I -  (3)р, + [5рг -  средняя 
плотность пористой среды, р г. р , — плотность ча­
стиц скелета и плотность флюида соответствен­
но, [) — пористость среды, v — кинематическая 
вязкость флюида, к: — гидравлический коэф ф и­
циент проницаемости нор, т  = (1 + oOpy/ р ,  а  — 
коэффи ц ие нт до пол н ител ьн ых (п р и соед и не н - 
ных) масс.

Параметры //. С, М  — упругие модули теории 
Био, которые представляют собой слабо изменя-
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юшиеся с частотой величины и выражаются 1141 
как

„ =( К г - К У + 4
Dr -  Ks 3

Пг = К

А', =

1 +  р
К / /

yK f ) )
, С = КГ(К Г -  К ,) 

I I  -  К , ’

— + -)р, м  =———.
1 -2 /;  3/ Dr -  Ks

где Кг — объемный модуль упругости материала 
скелета, К f  — объемный модуль упругости флю и­
да и порах. А', — объемный модуль упругости ске­
лета, р — модуль сдвига скелета, п -  коэффициент 
Пуассона скелета пористой среды.

Представим смешения и и w через скалярный и 
век горн ы й потен циал ы:

u = gradO j; +  ro tV j, ^
w = grad<t>/  + пмФ

В двумерном случае векторные потенциалы 
Ф , н Ф , имеют ненулевыми только К-компонен- 
ты: Ф , =  {0,Ф„0}, Ф 7 = {0,Ф,,0}, поэтому в даль­
нейшем под Ф 5, Фу мы будем подразумевать 
именно их. Подставляя выражения для потенци­
алов (2) в уравнения Био (I) и применяя к полу­
ченным уравнениям операции div и rot, получаем

//divgradOj -CdivgradO/^ =

э2ф , Э’ФГ
= р - Т ^  — Р / - Т 2  •Э/ Э/

CdivgradOj -  A/divgradO/  =

= Р
Э Ф , 

'  Эг
Э Ф

■ — n i­
di т- p f -

ЭФ,
к Э/

п Э2Ф,

Э-’ф, Э2Ф,
Р 3 2Эг

1 -О

/ ф / уЭФ,
Эг 1 к: Э/

( 3 )

Для плоских монохроматических волн, рас­
пространяющихся в положительном направле­
нии оси X  в безграничной пористой среде, потен­

циалы могут быть записаны в виде Ф , = Ase""" *1>,

Ф , =  Лге‘ш  кх) и Ф , = Я / <Ш'~**\Ф/ =  Вгеш  кх). 
Волновые числа А связаны со скоростями волн 
соотношением А = со/V . Из условия нетривиаль­
ной разрешимости первых двух уравнений (3) по­

лучается дисперсионное соотношение для волно­
вых чисел продольных волн А+ и А :

(С 2 -  / / Д-/)А4 + со2(/;;// + рМ  -  

-  2руС)А: -  со4(р/// -  р>) = О,
а из последних двух — для волнового числа попе­
речной волны А,:

2 pm -  Р/ 
|Л///

( 3 )

Через in здесь обозначена величина //; -  /ру v /(сок). 
В дальнейшем, если не оговаривается особо, ветви 
радикалов в выражениях для волновых чисел, по­
лучаемых из (4) и (5), выбираются таким образом, 
чтобы их вещественная часть была положительной.

В том  случае, когда волновые числа про­
дольных волн сущ ественно различаю тся,
|А,| «  |А |, что эквивалентно \(Н М - С 2)(р/й — 

-  р} )/(т Н  +  р М  -  2ру С )2| <  I, можно исполь­
зовать 1141 приближ енные соотнош ения

2 ? in И + р М -  2р , С
А_ = со '-----------------т—-—

ИМ - С 2
, 2  2 Р ' Й - Р у

и А: ~  с о ------ ------- —-------
III И + р М  -  2руС

(6 )

Как следует из (4) и (5), при стремлении часто­
ты к нулю справедливы следующие опенки для 
волновых чисел:

к  л = О), т Н ,,
V  *  с

ИМ - с 2
(7)

откуда видно, что на низких частотах волновые 
числа одной из продольных (А+) и поперечной 
(А,) волн стремятся к аналогичным значениям в 
“сухом" скелете, а волновое число второй про­
дольной волны А (будем называть ее волной
Био) стремится к нулю как \/са Таким образом, 
при уменьшении частоты скорость волны Био. в 
отличие от скоростей двух других волн, стремится 
к нулю пропорционально корню квадратному от 
частоты. Выражения (6) становятся непримени­
мыми в том случае, когда модуль упругости скеле­
та близок к модулю упругости насыщающего по­
ры флюида. В 1171 на примере газонасыщенных 
горных пород теоретически показано, что в этом 
случае зависимости скоростей продольных волн 
от частоты пересекаются и происходит “ пере­
стройка” характера продольных волн. Если в при­
родных пористых средах описанные выше условия 
реализуются при значительном давлении газа в но­
рах, то для искусственных материалов с малой 
жесткостью скелета, получаемой за счет большой
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V+, У

Рис. 1. Зависимости скорости первой У, (вверху) и 
второй К (внизу) продольных волн от частоты при 
значениях пористости скелета: / (5 = 0.97, 2
р = 0.94. асимптотические формулы.

пористости, это возможно даже при атмосферном 
давлении.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Рассмотрим семейство пористых материалов 
на основе вспененного полиуретан—полиэстера с 
воздушным заполнением пор. За основу примем из­
готавливаемый промышленно |19| материал со сле­
дующими параметрами: Р = 0.97, р г = 1170 кг/м3, 
Кг =  1.5 XI 0х Н /м 2, /С, = 5 .2 x 1 04 Н /м 2,
р = 2.2 х  I О4 Н /м 2, а  = 0.25, р7 = 1.2 кг/м3,

Кf  = 1 .3x10s Н /м 2, v = 1.45 х 10 s м2/с ,

к = 5 х  10 м-. Будем изменять пористость исход­
ного материала в диапазоне Р = 0 .94...0 .97 при 
неизменном значении коэффициента Пуассона 
для скелета. Тем самым плотность скелета изучае­
мых нами сред меняется в два раза.

На рис. I приведены графики скоростей про­
дольных волн в пористой среде в зависимости от 
частоты, вычисленные по соотношениям (6). 
Значения пористости и объемного модуля упруго­
сти скелета среды взяты следующими: / —

Р = 0.97, Ks = 5.2 х К)4 Н /м 2; 2  -  р = 0.94,
Ks = 2 .1 x 1 0 ' Н /м 2. Как следует из зависимо­
стей, скорость второй продольной волны с уве­
личением частоты растет, но при этом остается 
меньшей по величине, чем скорость первой про­
дольной волны. По этой причине вторую про­
дольную волну в пористой среде часто называют 
“медленной” — см., например. 1121.

Рассмотрим теперь поведение скоростей про­
дольных волн сжатия, найденных прямым реше­
нием (4) для следующих значений пористости и 
объемного модуля упругости скелета: /

Р = 0.97, Ks = 5.2 х И)4 Н /м 2; 2  -  р =  0.955,

К, = 1.17 х  105 Н /м 2; .? -  Р = 0.94, АГЧ = 2.1 х 
х 10' Н /м 2. Как видно из графиков, с ростом 
плотности скелета пористой среды меняется и 
асимптотическое поведение скоростей про­
дольных волн в зависимости от частоты. Б соот­
ветствии с приближ енными формулами (6), 
при малых значениях плотности скелета ско­
рость первой продольной волны стремится с ро­
стом частоты к характерным значениям для "мед­
ленной волны” , а при больших значениях плот­
ности — к характерным значениям скорости для 
“быстрой волны” . Для поведения второй про­
дольной волны характерна обратная зависимость 
при увеличении плотности скелета.

Таким образом, для рассматриваемых упругих 
сред ассоциирование второй продольной волны 
(волны Био) с "медленной” продольной волной 
теряет смысл, поскольку для определенного на­
бора параметров ее скорость может превышать 
скорость первой. Затухание на длину волны в та­
кой ситуации также не может служить признаком 
первой или второй продольной волны. Как видно 
из (7), с уменьшением частоты затухание второй 
продольной волны стремится к бесконечности, и, 
как отмечалось многими авторами, в случае сред 
с малой пористостью для этой волны характерно 
значительно большее затухание по сравнению с 
первой продольной. Из представленных на рис. 3 
зависимостей декремента затухания (затухания 
на длину волны) продольных волн от частоты и с 
учетом рис. 2 видно, что при стремлении частоты 
к нулю затухание первой продольной волны на 
единицу длины стремится к нулю, а второй про­
дольной волны -  к бесконечности. Однако с ро­
стом частоты величины затухания для обеих волн 
становятся близкими, что делает также невоз­
можным выделение первой или второй продоль­
ных волн но этому признаку.

Необычное поведение продольных волн в рас­
сматриваемых в данной работе пористых средах 
связано с тем. что для различных значений упругих 
модулей в решении бикшщратного уравнения (4) 
первой и второй продольной волне будут соответ­
ствовать разные знаки у радикала от дискрими­
нанта. Обычно в случае сред с тяжелыми скелета­
ми малой пористости выбор знака перед этим ра­
дикалом однозначным образом определяет тип 
продольной волны. При малых значениях часто­
ты вещественная часть дискриминанта
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И+ V

Рис. 2. И з м е н е н и е  скоростей первой (слева) и второй (справа) продольных волн в зависимости от частоты при значе­
ниях пористости скелета: /  -  Р = 0.97. 2  -  р =  0.955,.? Р =  0.94.

О у  О у

Рис. 3. Декремент затухании первой (слева) и второй (справа) продольных волн в зависимости от частоты при значе­
ниях пористости скелета: /  -  Р =  0.97, 2 — р  =  0.955, 3  -  Р =  0.94.

^ / / 1  + (т П  + р  М  - 2 р ,С ) 2 + 
ож )

+ (И М  -  С 2)(рт -  Р/)
отрицательна, и “скачкообразное” изменение 
свойств продольных волн возникает в момент 
обращения в ноль мнимой части:

2(11 М  -  С 2)р -  Н (т И  + рМ  -  2р,С ) = 0, (8)

который, как видно из выражения, не зависит от 
частоты и определяется только упругими свой­
ствами среды. Для рассматриваемых в данной ра­
боте сред скачкообразному изменению свойств 
продольных волн соответствуют значения 
Р* = 0.96066 и К* = 8.96 х И) ' Н /м 2. Зависимости

скоростей продольных волн от частоты для значе­
ний пористости немного меньше ф  = 0.96063) и 
больше ф  = 0.96069) найденного значения при­
ведены на рис. 4.

Как видно из графиков, для частот ниже кри­
тической /  = 25 Гп поведение обоих типов волн 
при р р* и Р а  Р* практически не изменяется. 
Для частот выше критической значение пористо­
сти Р определяет, какой из двух ветвей (верхней 
или нижней) будет следовать зависимость скоро­
сти продольной волны от частоты.

4. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Таким образом, в рассмотренных средах с 

большими значениями пористости и упругими

АКУСТИЧЕС КИ Й  ЖУРНАЛ гом 63 № 6 2017
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У+. У.

Рис. 4. Скорости продольных волн в области обраще­
ния в ноль выражения (8). К+, К_ при р чуть больше 
Р*. Й+; VL при Р чуть   е(3*. где Р =0.961066.

свойствами скелета, сравнимыми с свойствами 
насыщающего поры газа, поведение продольных 
волн в части скорости и затухания становится на­
столько похожим, что для разделения по типам 
приходится прибегать к анализу их низкочастот­
ной асимптотики.

Проведенный анализ показывает, что описан­
ные в 1171 условия близости скоростей продоль­
ных волн могут наблюдаться в высокопористых 
материалах в области звуковых частот при атмо­
сферном давлении заполняющего поры газа. Ука­
занные свойства могут представлять интерес для 
экспериментального исследования акустических 
свойств материалов с большим значением пори­
стости.

Авторы хотели бы поблагодарить рецензентов 
за ценные замечания, которые способствовали 
улучшению работы. Работа выполнена при под­
держке Российского фонда фундамента'1ьных ис­
следований (проект 17-08-00311 А).
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