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Демпфирование (диссипация, потери энергии) — важнейший параметр всех механических ко-
лебательных систем наряду с упругостью и инерцией. Его особая роль обусловлена тем, что оно 
напрямую определяет максимальные амплитуды свободных и вынужденных колебаний систем и, 
соответственно, их динамическую прочность и надежность, шумность и экологию. Ввиду малой 
изученности физических процессов демпфирования его измеряют экспериментально. В данной 
статье излагается один из новых эффективных методов экспериментального определения потерь, 
отличающийся простотой, высокой точностью и широким диапазоном применимости. Основ-
ное внимание уделено обоснованию метода, его свойствам и доказательству его работоспособ-
ности в численных и лабораторных экспериментах. Метод рекомендуется для измерения потерь 
составных сильно демпфированных колебательных систем, где известные методы не работают 
или излишне сложны.
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ВВЕДЕНИЕ
Точность расчета волновых и колебательных 

процессов в упругих средах и структурах, инженер-
ных конструкциях и других колебательных систе-
мах зависит от адекватности используемых мате-
матических моделей. К настоящему времени таких 
моделей, предназначенных для решения широкого 
круга задач акустики и механики, создано большое 
число, см., например, [1–3]. Слабым местом прак-
тически всех этих моделей является учет поглоще-
ния и демпфирования колебаний и волн или, ина-
че, учет потерь колебательной энергии или, про-
сто, потерь1. Физические явления, приводящие 

1 �Этот термин широко используется также в идентифика-
ции динамических систем и в теории управления (в англо-
язычной литературе loss function), где обозначает квадрат 
невязки между движением или колебаниями реальной си-
стемы и ее модели. Так как в акустике термин укоренился 
и используется давно, в статье он оставлен без изменений, 
что, авторы надеются, не вызовет затруднений у читателей.

к потерям, многочисленны и трудно контролируе-
мы, особенно в твердых телах и составных структу-
рах. Это вязкое и сухое трение, излучение и рассе-
яние звука, различные релаксационные, нелиней-
ные, тепловые и другие процессы. Их строгий учет 
и теоретический расчет — крайне сложная задача, 
решаемая только в самых простейших случаях. 
В большинстве практических задач потери учиты-
ваются в виде некоторых эффективных модельных 
параметров, например, в виде коэффициентов по-
терь или затухания, интегрально описывающих все 
имеющиеся в системе источники потерь. Значения 
этих параметров измеряются экспериментально. 
Существует целый ряд экспериментальных мето-
дов их измерения, см. далее раздел 1. Как правило, 
однако, они связаны с решением конкретных задач 
и потому ограничены определенными условиями 
проведения эксперимента и имеют сравнительно 
узкий динамический диапазон измерений. В то же 
время, при создании современных эффективных 
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методов и средств управления виброакустически-
ми процессами, в частности, при проектировании 
“суперпоглотителей” из метаматериалов и других 
средств снижения уровней шума и вибраций новой 
техники, требуется знание точных значений потерь 
в значительно более широком динамическом диа-
пазоне, чем это могут обеспечить имеющиеся ме-
тоды. Поэтому создание новых экспериментальных 
методов определения потерь, отвечающих совре-
менным требованиям, является актуальной задачей 
теории колебаний и акустики.

Данная статья представляет результаты разра-
ботки, исследования и экспериментальной провер-
ки одного из таких новых методов. Он отличается 
широкой областью применимости и практически 
неограниченным динамическим диапазоном изме-
рений, а также высокой точностью и эксперимен-
тальной простотой. Метод основан на представле-
нии колебаний исследуемых колебательных систем 
дискретно-временными моделями типа ARMA, т.е. 
моделями авторегрессии и скользящего среднего 
(AutoRegressive Moving Average models), и на описа-
нии колебаний уравнениями в конечных разностях 
по времени. Известно, что дискретное описание 
временных сигналов имеет ряд преимуществ перед 
непрерывным описанием и широко используется в 
теории автоматического управления, идентифика-
ции динамических систем и других разделах науки, 
см., например, [4–6]. В частности, одним из его от-
личительных свойств является простота и эконо-
мичность построения ARMA- и других дискретных 
моделей по данным измерения. В рассматриваемой 
здесь задаче об измерении потерь это свойство 
играет ключевую роль, так как если такая модель 
построена для исследуемой колебательной систе-
мы, то далее по ней без труда расчетным путем на-
ходятся искомые характеристики демпфирования. 
Единственным серьезным препятствием на пути 
такого решения является так называемая “про-
блема порядка”, другими словами, необходимость 
заранее знать порядок ARMA-модели, т.е. знать 
общее число подлежащих определению ее модель-
ных параметров. Эта известная проблема являет-
ся общей и пока до конца нерешенной не только 
для ARMA-моделей, но и для моделей во многих 
других областях науки, в том числе, в теории иден-
тификации (т.е. моделирования) произвольных 
динамических систем, в которой для ее решения 
предложено немало методов, а также критериев 
адекватности моделей, см., например, [6] и далее 
раздел 1. Авторами данной статьи в своей недавней 
работе [7] был предложен новый критерий, назван-
ный энергетическим критерием ЕС, который луч-
ше известных критериев учитывает особенности 
акустических задач и который, как будет показано 
ниже, вместе с приводимыми теоретическими ре-
зультатами неплохо справляется с проблемой по-
рядка ARMA-моделей в предлагаемом здесь методе.

Ранее уже предпринимались попытки использо-
вать ARMA-модели для экспериментального опре-
деления потерь и других модальных параметров, 
например, в работах [8–11]. Однако, по мнению 
авторов, лишь благодаря применению энергетиче-
ского критерия ЕС и некоторых теоретических ре-
зультатов работы [7] описываемый метод приобрел 
теоретическое и экспериментальное обоснование 
и законченность. Авторы полагают, что предлагае-
мый метод будет особенно полезен для измерения 
потерь в сложных составных сильно демпфиро-
ванных колебательных системах с большой плот-
ностью собственных частот, в спектрах которых 
соседние резонансы могут накладываться, стано-
вясь плохо различимыми, т.е. в тех случаях, где из-
вестные методы малоэффективны или слишком 
сложны.

Содержание статьи следующее. В разделе 1 при-
веден краткий обзор основных эксперименталь-
ных методов определения демпфирования, кото-
рые применяются в настоящее время. В разделе 2 
даны строгая формулировка метода и его обосно-
вание. Основные свойства метода представлены в 
разделе 3. В Приложении А дано уточненное опре-
деление коэффициента потерь, а в Приложении Б 
приведен вывод одной классической формулы вы-
числения коэффициента потерь и некоторые ее 
обобщения. В Заключении суммированы основные 
результаты статьи.

1. КРАТКИЙ ОБЗОР МЕТОДОВ 
ИЗМЕРЕНИЯ ПОТЕРЬ

Особенностью демпфирования, как составной 
части любой механической колебательной систе-
мы, которая отличает его от инерционной и упру-
гой составляющих, является невозможность изме-
рить его величину в статическом режиме. Поэтому 
каждый метод его измерения основан на анализе 
колебаний всей системы и, соответственно, зави-
сит от того, для решения какой физической задачи 
потребовался учет потерь, и какая математическая 
модель системы при этом используется.

Практическая необходимость в создании та-
кого экспериментального метода, по-видимому, 
впервые возникла в начале XIX века в связи с зада-
чами о распространении и затухании звука в воз-
духе и воде и о колебаниях органных труб и дру-
гих духовых музыкальных инструментов. К этому 
времени теоретически уже были сформулированы 
основные физические механизмы поглощения зву-
ка в газообразных и жидких средах — это вязкое 
трение и теплопроводность, см. [12], где описа-
ны результаты раннего этапа развития акустики. 
Колебания и волны в этих средах стали модели-
роваться волновым уравнением с тремя дополни-
тельными параметрами, ответственными за по-
глощение звука — коэффициентом сдвигового 
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вязкого трения, аналогичным коэффициентом для 
объемных деформаций и коэффициентом тепло-
проводности, см. также [13]. В последующем зна-
чения этих коэффициентов были получены для 
всех известных газов и жидкостей путем измерения 
пространственного затухания волн или временно-
го затухания свободных колебаний в трубах или в 
других экспериментах по исследованию движения 
(течений) и тепловых процессов в средах [14]. Эта 
модель является рабочей и в наши дни, она ши-
роко используется для решения акустических за-
дач в протяженных средах и, в частности, приме-
няется в качестве базовой модели в коммерческих 
программных конечно-элементных пакетах типа 
COMSOL Multiphysics.

Как следует из вышеизложенного, наибольшие 
потери в газах имеют место на его границах с твер-
дыми телами из-за больших градиентов скорости и 
температуры, а также на резонансах из-за больших 
амплитуд акустического поля. Поэтому эффектив-
ные звукопоглощающие материалы обычно про-
ектируются в виде структур с большой площадью 
интерфейса газ–твердое тело, например, таких как 
вата, пористые, волокнистые и подобные материа-
лы [15]. В архитектурной и строительной акустике 
они повсеместно применяются как штучные по-
глотители или звукопоглощающие покрытия. Вви-
ду невозможности теоретически точно рассчитать 
их потери, для их характеристики используются 
эффективные параметры, среди которых наиболее 
известен коэффициент поглощения. Он определяет-
ся как отношение поглощенной мощности к мощ-
ности падающего звукового поля. В современной 
журнальной литературе по акустике чаще всего 
встречается коэффициент поглощения с обозначе-
нием α, который измеряется в интерференционных и 
импедансных трубах в условиях нормального паде-
ния плоских волн [16]. Хотя коэффициент α только 
качественно характеризует поглощающие способ-
ности материала, он очень популярен среди инже-
неров и исследователей из-за чрезвычайной про-
стоты его измерения и возможности производить 
сравнительный анализ различных поглотителей. 
В реальных условиях, например, в концертных за-
лах или заводских помещениях, где звуковые поля 
гораздо сложнее отдельных плоских волн, потери 
поглотителей описываются диффузным коэффици-
ентом поглощения, который соответствует условию 
падения плоских волн одновременно во всех на-
правлениях. Он измеряется в реверберационных ка-
мерах, в которых благодаря специальной геометрии 
помещения реализуются поля, близкие к диффуз-
ному [17, 18].

Значительно сложнее, чем в газах и жидкостях, 
физическая картина поглощения звуковых колеба-
ний и волн в твердых средах, материалах и струк-
турах. Помимо указанных выше двух физических 
механизмов (вязкого трения и теплопроводности), 

в них имеют место многочисленные релаксацион-
ные механизмы потерь энергии на дислокациях, 
локальных дефектах, на границах зерен, доменов 
и блоков поликристаллических материалов и дру-
гие. В неоднородных и составных конструкциях к 
ним добавляются потери на сухое трение и другие 
нелинейные эффекты, потери в болтовых, закле-
почных, сварных соединениях, излучение энер-
гии в опоры и окружающую среду и многие дру-
гие источники потерь — то, что принято называть 
конструкционным демпфированием. Во многих ре-
альных конструкциях и устройствах, например, 
в различных машинах, механизмах и приборах, а 
также в строительных сооружениях, в транспорт-
ных средствах, космических аппаратах и подобных 
сложных объектах конструкционные потери явля-
ются определяющими. Очевидно, что теоретически 
предсказать потери в таких системах невозможно 
и экспериментальные методы измерения являются 
единственной возможностью их учесть.

Наиболее распространенным эффективным 
параметром, характеризующим демпфирование 
в таких сложных колебательных системах, явля-
ется коэффициент потерь η. Он зависит от часто-
ты и определяется как отношение энергии коле-
баний, поглощенной за один период, к средней 
по времени общей энергии системы (кинетиче-
ской + потенциальной), см. Приложение А. Как 
функция частоты он принимает максимальное 
значение на резонансных частотах системы, см., 
например, [3, Ch. 12]. А так как во время резонан-
сов инерционные и упругие компоненты системы 
взаимно компенсируют друг друга, то колебания на 
этих частотах, в том числе амплитуды резонансных 
колебаний, полностью определяются именно мак-
симальными значениями коэффициента потерь. 
Этим объясняется особое внимание, которое уде-
ляется в современных экспериментальных методах 
измерения демпфирования к его модальным значе-
ниям, т.е. к значениям на собственных частотах ко-
лебательных систем. К настоящему времени таких 
методов уже создано довольно много. Это означает, 
что пока не найдено единого точного универсаль-
ного метода, а создано множество приближенных 
методов, отличающихся точностью и областью 
применимости. Все они, однако, основаны на ис-
пользовании одной и той же колебательной моде-
ли системы — модальной модели, которая помимо 
отмеченной выше смысловой значимости, лучше 
других моделей соответствует данным измерения. 
Разработанные методы являются важной частью 
обширного раздела современной науки под на-
званием экспериментальный модальный анализ или, 
сокращенно, ЭМА, который активно развивался 
последние 50 лет и продолжает развиваться в на-
стоящее время, см., например, [19–22]. Приведем 
краткое описание основных положений ЭМА с 
акцентом на измерение потерь в сложных колеба-
тельных системах.
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Модальная модель является следствием извест-
ного математического результата: вынужденные 
колебания произвольной линейной колебатель-
ной системы конечных размеров могут быть точ-
но представлены в виде разложения по собствен-
ным функциям соответственного оператора. Не-
прерывные краевые задачи динамической теории 
упругости и акустики имеют обычно бесконечное 
число собственных функций, поэтому в модаль-
ном анализе используют еще один математических 
результат: такая система может быть приближен-
но с любой степенью точности заменена конечно- 
элементной структурой с конечным числом N сте-
пеней свободы, которая описывается системой N 
связанных между собой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений второго порядка вида

	 Mü(t) + Cu   ̇̇(t) + Ku(t) = f (t),	  (1)
где u(t)=[u1(t), u2(t),…,uN(t)]T и f(t)=[f1(t), f2(t),…,fN(t)]T — 
это N-векторы смещений и внешних сил; M, C, 
K — действительные симметричные N×N-матрицы, 
M положительно определена, C и K определены не-
отрицательно. Потери в этой структуре представ-
лены эквивалентными сосредоточенными вязкими 
демпферами с набором C коэффициентов вязкого 
трения. Отметим, что используемая линейная мо-
дель вязкого демпфирования согласуется со всеми 
известными общефизическими законами и прин-
ципами, в частности, обладает свойствами устой-
чивости и причинности, в отличие от некоторых 
других распространенных, например, гистерезис-
ных, моделей [23].

Структура (1) в общем случае имеет конечное 
число 2N комплексных собственных частот и та-
кое же число комплексных собственных векторов. 
Если число N степеней свободы не слишком мало, 
модель (1) все еще довольно сложна для экспери-
ментального измерения коэффициентов C. Даль-
нейшее упрощение модальной модели состоит в 
том, что в качестве базовой системы векторов, по 
которой разлагаются произвольные решения си-
стемы (1), используются собственные векторы не-
демпфированной структуры, у которой C = 0.

Разыскивая решение для свободных колебаний 
недемпфированной системы в стандартном виде

	 u ut e t( ) = γ0 ,	  (2)
получим систему алгебраических уравнений

	 K M+( ) =γ 0
2 0u ,	 (3)

которую в общей алгебре принято называть обоб-
щенной задачей на собственные значения. Си-
стема (3) имеет ненулевые решения только для N 
собственных значений γ 0

2
n, n = 1, 2, …, N, являю-

щихся корнями характеристического уравнения  
det(K + γ 0

2M) = 0. В силу указанных выше свойств 

матриц M и K, все собственные значения γ 0
2 явля-

ются действительными отрицательными величина-
ми, которые удобно записать как

	 γ ω γ ω0
2

0
2

0
1 2

0n n n ni= − = ±( )или
,

,	 (4)

где ±ω0n, n = 1, 2, …, N — это 2N действительных N 
положительных и N отрицательных величин, име-
ющих физический смысл (и размерность) круговой 
частоты, и носят название собственных частот не-
демпфированной системы. Каждому собственному 
значению γ 0

2 задачи (3) и, соответственно, каждой 
из двух собственных частот ±ω0n отвечает один 
собственных N-вектор un, являющийся решением 
(3) при γ γ0

2
0
2= n. Вектор un называется также n-ой 

собственной или нормальной формой колебаний 
системы, а решение (2) со значениями (4) — соб-
ственными функциями задачи. Общее число соб-
ственных функций равно 2N. Подчеркнем, что все 
N элементов формы un являются действительными 
величинами, что физически означает, что все мас-
сы колебательной системы на собственных часто-
тах колеблются либо в фазе друг с другом, либо в 
противофазе. Нормальные формы обычно норми-
руются в соответствии с их M-ортогональностью и 
K-ортогональностью, т.е. в соответствии с соотно-
шениями ортогональности вида

	 M K= =δ ωu u,u uj
T

n jn
T

n n jnδ0
2

j , 	 (5)

где δjn — символ Кронекера. Следуя Рэлею [12], 
пару {ω0n, un} называют нормальной модой рассма-
триваемой колебательной системы.

Наконец, чтобы иметь возможность разлагать 
по нормальным модам колебания демпфированной 
системы, в ЭМА делается еще одно серьезное до-
пущение: демпфирование системы предполагается 
рэлеевским, т.е. матрица C коэффициентов вязкого 
трения предполагается пропорциональной матри-
цам масс и упругостей: C M K= +2 2α β  [12]. Разы-
скивая при этом условии решение для свободных 
колебаний демпфированной системы (1) в виде, 
аналогичном (2),

	 u ut e t( ) = γ ,	  (6)

получим следующую систему алгебраических 
уравнений

	 K M+ +
+



















 =γ αγ

βγ

2 2
1 2

0u ,	 (7)

которая в точности совпадает с системой (3), если 
в ней число в круглых скобках приравнять к значе-
нию γ 0

2, т.е. если положить, что параметр γ удовлет-
воряет соотношению

	 γ γ α βγ γ2
0
2

0
22 0+ −( ) − = .	 (8)
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Отсюда следует, что задача (6), (7) свободных ко-
лебаний демпфированной системы с рэлеевскими 
потерями имеет те же N собственных форм un, что 
и задача (2), (3) для недемпфированной системы, 
а также комплексно-сопряженные собственные 
частоты

	 γ ω ωn n n ni1 2
0

, ,( ) = − ±ζ  	  (9)
выраженные через частоты (4) недемпфирован-
ной системы посредством соотношения (8). Здесь 
ζn = α/ω0n + βω0n — относительные модальные ко-
эффициенты демпфирования (damping ratios) и 

ω ωn n n= −0
21 ζ  — собственные частоты демпфи-

рованной системы. Любое свободное или вынуж-
денное колебание линейной системы с N степеня-
ми свободы и рэлеевским демпфированием явля-
ется линейной комбинацией нормальных мод,

	 u u qt q t U tn n
n

N

( ) ( ) ( )= =
=

∑
1

, 	 (10)

где U = [u1, u2, …, uN] — модальная N×N-матрица, 
составленная из нормальных форм, q(t) = [q1(t), 
q2(t), …, qN(t)]T — N-вектор модальных перемен-
ных, т.е. амплитуд нормальных мод. Если в систе-
ме (1) вектор смещений u(t) заменить согласно (10) 
вектором q(t), получим систему N независимых 
друг от друга уравнений второго порядка относи-
тельно модальных переменных,

	 �� �q q q gt D t t t( ) + ( ) + ( ) = ( )Ω0
2 . 	 (11)

Здесь введены следующие обозначения:

	

g ft U t

U KU

D U CU

T

T
N

T

( ) = ( )
= = { }

= =

,

, , , ,Ω0
2

01
2

02
2

0
2

0

diag

diag 2

ω ω ω

ω

…

11 1 02 2 02 2ζ ζ ζ, , , ,

,

ω ω… N N

T
NU MU

{ }
= I

 (12)

где IN — это единичная матрица порядка N. Соот-
ношения (12), помимо ортогональности (5) нор-
мальных мод, показывают, что модальная матри-
ца U с помощью так называемого преобразования 
конгруэнтности одновременно диагонализирует 
все три матрицы системы (1)2.

Система уравнений (11), а также другие соотно-
шения (9)–(12) определяют наиболее простую мо-
дальную модель линейной колебательной системы, 
общепринятую в экспериментальном модальном 
анализе [19]. Для демпфированной колебательной 
системы с N степенями свободы модель состоит из 

2 �Согласно теории [24], в общем случае нормальные формы 
могут диагонализировать только две матрицы, M и K. В дан-
ном случае матрица С также диагонализируется благодаря 
своему особому свойству рэлеевской пропорциональности.

N нормальных мод. Параметрами каждой моды яв-
ляются величины {ω0n, ζn, un}, т.е. ω0n — собствен-
ная частота недемпфированной системы, ζn — от-
носительный коэффициент демпфирования (или 
ηn = 2ζn — максимальный или модальный коэффи-
циент потерь) и un — форма колебаний. Эта мода 
отличается от классической нормальной моды не-
демпфированной системы только добавлением па-
раметра ζn или ηn.

Целью экспериментального модального анализа 
является построение модальной модели, т.е. опре-
деление значения параметров всех мод исследуе-
мой колебательной системы на основе проведения 
определенных экспериментов и тестов. После того, 
как модальная модель построена и проверена, она 
может быть применена для расчета и прогнозиро-
вания колебаний системы при произвольных воз-
буждениях и условиях, используя представление 
(10) и решение уравнений (11) с заданными внеш-
ними силами и начальными условиями. При необ-
ходимости по известной модальной модели с по-
мощью соотношений (10), (12) можно вычислить 
матрицы M, C, K, например, M = (UUT)–1 и т.д., и, 
таким образом, построить конечно-элементную 
модель (1).

Все методы экспериментального определения 
модальных параметров, в частности потерь, осно-
ваны на согласовании (curve fitting) теоретической 
модальной модели с экспериментально измеренны-
ми данными. Большое число существующих мето-
дов объясняется частично множеством возможных 
способов возбуждения3 исследуемой колебательной 
системы, разнообразием доступных измерению фи-
зических откликов системы и средств их измерения. 
Подробные обзоры существующих методов и соот-
ветственной обширной литературы можно найти в 
книгах по модальному анализу [19–22]. Ниже будут 
отмечены лишь те из них, которые тесно связаны с 
измерением потерь и собственных частот, исполь-
зуя минимальные экспериментальные данные. В 
частности, будут опущены многочисленные мето-
ды, основанные на многоканальных измерениях, 
необходимых для определения форм колебаний.

Методы ЭМА разделяются на две группы, ха-
рактеризуемые измерениями во временной обла-
сти и в частотной области. Во временной области 
обычно исследуются свободные колебания систем, 
возбуждаемые ударным воздействием или началь-
ными условиями.

3 �В методах ЭМА предполагаются доступными измерению 
и, следовательно, известными как внешнее возбуждение, 
так и отклики на него. Задачи, в которых известны только 
отклики, а возбуждение по тем или иным причинам неиз-
вестно, являются предметом исследования другой области 
науки, называемой “Операционным модальным анали-
зом” (ОМА). Методы ОМА обладают своими особенно-
стями и не затрагиваются в данной работе.
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Пусть, например, система (1) с N степенями 
свободы возбуждается ударом по j-ой массе силой 
fj(t) = fjδ(t), а отклик системы в виде смещения мас-
сы с номером k измеряется и записывается как ска-
лярная функция времени u tk� ( ). При этом, как по-
казано в [7], возбуждаются все нормальные моды 
системы. Поэтому теоретическая модальная модель 
отклика записывается, согласно (10), в виде

	 u t U q tk nk n
n

N

( ) = ( )
=

∑
1

, 	 (13)

где Unk — элемент модальной матрицы U, а ампли-
туды каждой нормальной моды qn(t) определяются 
независимо решением соответственных уравнений 
системы (11). Полученное стандартным способом, 
это решение равно

	 q t

t

U f
t tn nj j

n
n

( ) =
<

( ) ≥







0 0

0

при

при

,

sin ,
ω

ω
	 (14)

где ω ωn n n= −0
21 ζ  — собственная частота демп-

фированной системы, см. также (9). Сравнивая 
теоретическую модель смещения k-ой массы (13), 
(14) с измеренным смещением u tk� ( ), из тех или 
иных условий их близости можно определить па-
раметры ω0n и ζn, n = 1, …, N модальной модели. 
В частности, если N = 1, для этого достаточно на 
кривой u tk� ( ) измерить период колебаний и лога-
рифмический декремент.

Иногда теоретическая модель свободных коле-
баний системы записывается в более общем виде 

суммы комплексных экспонент, u t a ek nk
t

n

N
n( ) =

=
∑ γ

1

2

.  

В настоящее время существует целый ряд алгорит-
мов определения неизвестных ank и γn по данным 
измерения u tk� ( ), см., например, [25, 26]. Одна-
ко впервые и наиболее просто такая задача была 
аналитически решена Прони еще в XVIII веке для 
модели в виде суммы чисто затухающих экспо-
нент [27]. Впоследствии решение Прони и его ва-
рианты были распространены на затухающие си-
нусоиды и даже на чисто гармонические сигналы 
и стали применяться в различных областях науки, 
включая спектральное оценивание [28].

На практике гораздо чаще применяют методы 
ЭМА в частотной области. В этом случае исполь-
зуются вынужденные колебания систем, а в каче-
стве экспериментальных данных регистрируются и 
используются частотные характеристики откликов 
(Frequency Response Functions — FRF). Полная мо-
дель частотных откликов системы с N степенями 
свободы описывается комплексной симметричной 
N×N-матрицей H(ω), элементами которой Hjk(ω) 
являются комплексные амплитуды откликов j-ых 

масс при действии на k-ые массы гармонических 
сил единичной амплитуды и частоты ω, f t ej

i t( ) = ω . 
При этом, если откликом является смещение, эле-
мент Hjk(ω) представляет собой податливость (re-
ceptance) с размерностью [м/Н]. Если откликом яв-
ляется скорость или ускорение масс, тогда Hjk(ω) —  
это подвижность (admittance) или ускоряемость 
(accelerance). Как следует из уравнений (1), матри-
ца частотных откликов удовлетворяет равенству 
H(ω)F(ω) = U(ω), где F(ω) и U(ω) — это N-векторы 
спектров Фурье сил и соответствующих откликов, 
и поэтому может быть измерена при действии на си-
стему произвольных (необязательно гармонических) 
сил. Как и выше, экспериментально полученные ча-
стотные характеристики будут обозначаться “крыш-
ками”, например, H� ω( ), Hjk

� ω( ).
Теоретическая полная модель матрицы частот-

ных откликов, выраженная через модельные пара-
метры, получается непосредственно из соотноше-
ний (10)–(12) и записывается как

H U i Un n n
Tω ω ω ωω( ) = − +{ }−

diag 0
2 2

0

1
2 ζ .

Соответственно, произвольный элемент этой ма-
трицы имеет вид

	
H

A

i

A U U

jk
jk
n

n n nn

N

jk
n

jn kn

ω
ω ω ωω

( ) =
− +

=

( )

=
( )

∑
0
2 2

01 2 ζ
,

.где

 	  (15)

Он состоит из N слагаемых, каждое из которых 
описывает передачу колебаний от силы, приложен-
ной к k-ой массе, на j-ую массу посредством одной 
из мод. Отсюда следует, что для определения всех 
собственных частот и модальных коэффициентов 
потерь ηn = 2ζn, n = 1, 2, …, N, в принципе доста-
точно экспериментально измерить только одну 
функцию ( )H jk

� ω  для двух произвольных точек j и 
k системы и построить для нее модальную модель 
(15), используя один из известных алгоритмов уста-
новления соответствия (curve fitting) между спек-
тральными кривыми ( )Hjk

� ω  и Hjk ω( ). Ниже приве-
дены некоторые наиболее простые и часто исполь-
зуемые алгоритмы.

Полезно начать с простейшей колебательной 
системы — механического осциллятора, для кото-
рого N = 1. Он описывается конечно-элементным 
уравнением (1) вида

mu t cu t ku t f t�� �( ) + ( ) + ( ) = ( ),
имеет одну нормальную моду с тремя модальными 
параметрами:

ω0 = k
m

 — собственная частота недемпфиро-
ванной системы,
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η
ω

= 2
0

ζ =
c

m
 — модальный коэффициент потерь,

u
m

0
1

=  — нормированная по (5) “форма” 

колебаний,
которые в данном случае однозначно и довольно 
просто выражаются через три материальных пара-
метра (m, c, k). Частотная характеристика по сме-
щению (15), т.е. податливость осциллятора, равна

	 H
m i

ω
ω ω ωω η

( ) =
− +

1 1

0
2 2

0

.	 (16)

Если экспериментально измерена аналогичная ча-
стотная характеристика H� ω( ), то для определения 
модальных параметров осциллятора в принципе 
достаточно приравнять H ω( ) и H� ω( ) на трех про-
извольных частотах. Но на практике всегда имеют-
ся ошибки измерения и моделирования, что тре-
бует применения более сложных алгоритмов фит-
тинга частотных кривых, в том числе основанных 

на минимизации невязки H Hω ω( ) − ( )� 2
 в рабочем 

диапазоне частот и приводящих к нелинейным 
уравнениям. В литературе есть много таких алго-
ритмов, и выбор одного из них неоднозначен. Ука-
жем поэтому алгоритм, который является самым 
простым и практически наиболее удобным среди 
всех существующих алгоритмов.

В этом алгоритме измеряется модуль подвижно-
сти осциллятора H� v ω( ) , т.е. абсолютная величина 
частотной характеристики по скорости. Ее модаль-
ная модель выражается через податливость (16) как 
H i Hv ω ω ω( ) = ( ) . Нетрудно показать, см. Прило-
жение Б, что эта величина принимает максималь-
ное значение, равное 1/mω0η на собственной ча-
стоте ω0 недемпфированного осциллятора, а мо-
дальный коэффициент потерь равен

	 η ω
ω

= ∆
0

.	 (17)

Здесь Δω = ω2 — ω1; ω1 < ω0 и ω2 > ω0 — это две ча-
стоты в окрестности ω0, на которых кривая подвиж-
ности принимает значение на уровне 1 2 �≈  0.707  
от своего максимального значения. Формула (17) 
математически точна и верна для всех возможных 
значений коэффициента потерь, 0 < η < 2. Таким 
образом, этим алгоритмом можно достаточно про-
сто определить все модальные параметры, в том 
числе коэффициент потерь механического осцил-
лятора, если на экспериментальной кривой H� v ω( ) 
измерить ее максимальное (резонансное) значе-
ние, резонансную частоту и ширину резонансной 
кривой на уровне 1 2 максимума. Следует, одна-
ко, иметь в виду, что формула (17) верна только для 
подвижности, т.е. для частотной характеристики по 

скорости. Для податливости и ускоряемости анало-
гичные алгоритмы сложнее, и области их примени-
мости ограничены, см. Приложение Б.

С использованием комплексной подвижности 
связан еще один простой способ определения по-
терь и других модальных параметров осциллятора. 
Он состоит в том, что на плоскости (x, y), где
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нужно построить так называемую кривую Най-
квиста, каждая точка которой соответствует од-
ной частоте ω. Нетрудно проверить, что этот гра-
фик является окружностью x r y r−( ) + =2 2 2, где 
r m= 1 2 0ω η, по геометрическим параметрам кото-
рой находятся модальные параметры [19, 22].

Следует отметить, что для механического ос-
циллятора и, следовательно, для всех колебатель-
ных систем с одной степенью свободы, существу-
ют и другие достаточно простые методы измерения 
модальных параметров, например, если в качестве 
частотной характеристики использовать динамиче-
скую жесткость, т.е. обратную величину податли-
вости (16), или импеданс, т.е. обратную величину 
подвижности, H v

− ( )1 ω . Они менее распростране-
ны и поэтому здесь подробно не рассматриваются. 
В то же время, приведенные выше два алгоритма 
определения потерь (по ширине резонансной кри-
вой (17) и по окружности Найквиста) изложены до-
статочно детально, т.к. они играют большую роль в 
модальном анализе также сложных колебательных 
систем.

При построении модальных моделей систем с 
конечным числом N степеней свободы в качестве 
частотных характеристик наиболее широко ис-
пользуются модули податливости (15) и подвижно-
сти, т.е. Hjk ω( )  и ( )i Hjkω ω . Применимость тех или 
иных алгоритмов фиттинга кривых этих характе-
ристик зависит от свойств исследуемой системы, 
точнее, от плотности собственных частот системы 
и от величины демпфирования.

Если плотность собственных частот мала, т.е. 
если они отстоят достаточно далеко друг от друга, 
а демпфирование при этом не слишком велико, 
так что отдельные резонансные пики оказываются 
изолированными, то в этом случае можно считать, 
что каждый такой резонансный пик формируется 
одной модой и в окрестности такой резонансной 
частоты система с N степенями свободы модели-
руется простейшей системой с одной степенью 
свободы. Для вычисления параметров этой моды 
можно воспользоваться одним из указанных выше 
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алгоритмов для осциллятора, в частности, для вы-
числения модальных потерь использовать форму-
лу (17). Применяя этот подход последовательно ко 
всем изолированным резонансным пикам, можно 
определить модальные потери и другие модальные 
параметры во всем исследуемом диапазоне частот. 
В западной литературе этот метод модального ана-
лиза носит название peak picking method (PPM), 
т.е. метод выделенных резонансных пиков.

Существует также целый ряд разновидностей 
этого метода, в которых для анализа отдельных 
пиков используют графики Найквиста, а также 
кривые комплексной динамической жесткости и 
импеданса. Кроме того, чтобы частично учесть и 
исключить влияние на выделенный пик остальных 
резонансов, к частотной характеристике типа (16) 
добавляют слагаемые, постоянные или зависящие 
от частоты (residues в англоязычной литературе), 
которые определяются наряду с модальными па-
раметрами. Еще одна модификация состоит в за-
мене действительных модальных постоянных Aik

n( ) 
(15) комплексными значениями. При этом хорошее 
соответствие между теоретическими и эксперимен-
тальными частотными характеристиками достига-
ется не только в районе резонансов, но и на других 
частотах.

Если плотность собственных частот исследу-
емой системы с N степенями свободы велика и/
или в системе много демпфирования, так что со-
седние резонансы частично накладываются друг на 
друга, метод PPM не работает. В этом случае при-
меняется один из следующих двух основных мето-
дов — метод нелинейных уравнений и метод по-
линомиальных дробей. В первом из них строится 
квадратичная невязка E между теоретической (15) 
и экспериментальной Hjk

� ω( ) кривыми, и модаль-
ные параметры определяются из систем уравнений 
dE/dζ = 0, где ζ обозначает вектор всех модальных 
и дополнительных параметров системы. Эти урав-
нения нелинейные и для их решения требуются те 
или иные упрощения. Второй метод похож на пер-
вый, но сначала модальная модель (15) представ-
ляется в виде отношения двух полиномов по ча-
стоте (путем приведения к общему знаменателю), 
а затем минимизируется квадратичная невязка E. 
Уравнения получаемой таким образом алгебраиче-
ской системы линейны и легко решаются относи-
тельно неизвестных коэффициентов полиномов, а 
по ним затем вычисляются и модальные параме-
тры. Для этих методов также существует множество 
модификаций с упрощениями, описание которых 
можно найти в литературе [19–22]. Отметим, что 
представление функций отношениями полиномов 
в математике носит название Падэ аппроксима-
ции [29]. Помимо модального анализа, это пред-
ставление имеет ряд других приложений в виброа-
кустике, например, [30, 31].

В заключение обзора коснемся вопроса точно-
сти упомянутых методов модального анализа. Оче-
видно, что на точность модального анализа влияют 
ошибки измерения: чем ошибки измерения боль-
ше, тем менее точно определяются модальные па-
раметры. Ошибки вычислений также могут быть 
существенны при неоптимальном выборе параме-
тров компьютерной обработки сигналов или когда 
в системе много собственных частот и приходится 
решать плохо обусловленные системы алгебраиче-
ских уравнений. В принципе, эти ошибки контро-
лируемы и частично управляемы.

Иная ситуация с так называемыми модельны-
ми ошибками. Для неадекватной модели невязка 
между колебаниями реальной системы и ее моде-
ли может быть значительной даже при отсутствии 
ошибок измерения и расчета. В модальном анализе 
есть целый ряд модельных погрешностей, как ре-
зультат сделанных упрощающих допущений. Одна 
из таких погрешностей обусловлена заменой ре-
альных колебательных систем, у которых, как пра-
вило, большое, часто бесконечное, число собствен-
ных частот и мод, системами конечно-элементного 
типа (1) с ограниченным числом степеней свободы 
и собственных частот. Неучтенные в модели моды 
могут оказывать заметное влияние на колебания 
учтенных мод, даже если спектры внешнего воз-
буждения не выходят за рамки рабочего диапазо-
на частот. Еще одна модельная ошибка модального 
анализа обусловлена заменой комплексных форм 
собственных колебаний реальных систем действи-
тельными формами нормальных мод. Рэлеевское 
(пропорциональное) демпфирование модальной 
модели также является причиной ухудшения точ-
ности моделирования. Например, в главе 12 спра-
вочника [3] показано на примере, что если про-
порциональная матрица демпфирования C в моде-
ли (1) отличается от реальной матрицы на 20% по 
эвклидовой норме, то это вызывает такую же по ве-
личине ошибку модальных параметров. К модель-
ным ошибкам приводит также линейность модели 
(1) и (15), а также использование в качестве базо-
вого вязкий тип демпфирования, хотя реальные 
колебательные системы всегда в той или иной мере 
нелинейны, а природа реального демпфирования 
может быть другой, например, наследственной или 
гистерезисной, т.е. необязательно вязкой, см. [23]. 
Модельные ошибки зависят от свойств исследуе-
мых систем и могут быть оценены путем сравнения 
с более точными моделями. В литературе есть мно-
го работ, выполненных в этом направлении. Одна-
ко, в целом, вопрос ошибок модального анализа 
пока остается открытым, хотя многие исследовате-
ли и инженеры считают, что точность модального 
анализа в его сегодняшней модификации достаточ-
но высока для расчета и прогнозирования колеба-
ний современных инженерных конструкций, если 
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в них содержится не слишком мало и не слишком 
много демпфирования, см. [1–3, 19–22].

В заключение обзора также обратим особое 
внимание на одну из важных проблем модального 
анализа, присущую всем конкретным его методам. 
Это так называемая “проблема порядка модели”. 
Она состоит в том, что для построения модальной 
модели, т.е. для определения значений всех мо-
дальных параметров по данным измерения, необ-
ходимо заранее знать число мод или общее число 
модальных параметров исследуемой системы, т.е. 
порядок ее модели. Если порядок модели меньше 
требуемого значения, например, при описании од-
номодовой моделью системы с двумя модами, по-
тери такой модели в общем случае не имеют ничего 
общего с потерями реальной системы. Наоборот, 
если порядок модели превышает порядок системы, 
часть мод модели обычно оказываются ложными. 
Отделение ложных мод от истинных — непростая 
задача, требующая дополнительных измерений и 
вычислений, см. напр. [19].

Справедливости ради отметим, что проблема 
порядка моделей имеет место не только в модаль-
ном анализе линейных колебательных систем, но 
и при построении параметрических моделей прак-
тически всех известных динамических систем. Для 
определения порядка предложено множество мето-
дов и критериев адекватности моделей, см., напри-
мер, [6, 19]. В работе [7], в частности, предложен 
энергетический критерий адекватности моделей, 
наиболее точно отвечающий требованиям и осо-
бенностям задач акустики и теории колебаний, ко-
торый играет важную роль и в данной работе.

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА
Предлагаемый экспериментальный метод опре-

деления количества демпфирования колебательной 
системы основан на построении по данным изме-
рений ее рабочей математической модели и на по-
следующем вычислении ее коэффициента потерь 
по найденным модельным параметрам. Как и в 
экспериментальном модальном анализе, потери 
здесь определяются только на собственных часто-
тах, т.е. находятся только их модальные значения. 
Параллельно вычисляются собственные частоты 
системы без потерь. В этом разделе приведены те-
оретическое обоснование и описание основных 
положений метода.

2.1. Рабочая модель колебательной системы
В качестве математической модели исследуемой 

линейной колебательной системы в предлагаемом 
методе выбрана известная дискретная по времени 
модель типа ARMA, т.е. авто-регрессионная мо-
дель скользящего среднего (Auto Regressive model 
of Moving Average). Основным достоинством этой 
параметрической модели, определившим ее выбор 

в качестве рабочей модели метода, является линей-
ная зависимость колебаний системы, например, ее 
смещений, от модельных параметров — свойство, 
которое существенно облегчает построение моде-
ли по данным измерения. Для целей излагаемого 
метода в данной работе используется простейший 
(скалярный) вариант ARMA-модели, который опи-
сывает произвольную линейную колебательную 
систему с конечным числом степеней свободы и с 
одним входом и одним выходом. Модель записыва-
ется в следующем стандартном виде
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где u[n] — подлежащая определению скалярная ве-
личина, например, смещение на выходе системы; 
w[n] — заданное входное воздействие, силовое или 
кинематическое; квадратные скобки указывают на 
принадлежность временному ряду, т.е. на значе-
ние функций u и w в дискретные моменты времени 
t = nT, где T — интервал дискретизации, например, 
u[n] = u(nT); n, p, q, P и Q — целые числа. Коэф-
фициенты ap и bq являются параметрами модели, 
а пара чисел (P, Q) называется порядком модели.

ARMA-модель является комбинацией двух дру-
гих моделей — авто-регрессионной AR-модели, 
описываемой левой частью уравнения (19), и MA-
модели скользящего среднего, описываемой пра-
вой частью (19). Каждая из этих двух моделей яв-
ляется самодостаточной и может отдельно исполь-
зоваться для полного описания колебательной 
системы. Соответственно, любая AR-модель мо-
жет быть представлена некоторой эквивалентной 
MA-моделью и наоборот. Их недостатком являет-
ся то, что при отдельном использовании требуют-
ся очень большие порядки, чаще всего бесконеч-
ные. В то же время применение комбинирован-
ной ARMA-модели дает возможность существенно 
уменьшить общий порядок модели и таким об-
разом значительно упростить анализ колебатель-
ной системы. Платой за это упрощение является 
неоднозначность выбора оптимального поряд-
ка ARMA-модели и необходимость использовать 
для этой цели какой-либо независимый критерий 
адекватности модели, см. далее раздел 2.3.

2.2. Теоретическое обоснование метода
Покажем, что ARMA-модель (19) непосред-

ственно, т.е. без каких-либо упрощающих допу-
щений, выводится из конечно-элементной модели 
(1) и, следовательно, имеет такие же модальные па-
раметры — собственные частоты и коэффициент 
потерь.

Доказательство этого положения основано на 
двух теоретических результатах работы авторов [7], 
которые ниже приводятся без доказательства.
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Первый результат состоит в том, что если при 
возбуждении k-ой массы системы (1) силой fk(t), 
внешней или вызванной колебаниями опор, рас-
смотреть отклик (смещение) j-ой массы uj(t), то 
они оказываются связанными следующим обык-
новенным дифференциальным уравнением:
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в котором введено обозначение ∂ = ∂/∂t, а коэффи-
циенты αi и βm являются функциями материальных 
параметров системы, т.е. коэффициентов урав-
нений (1). При смене индексов j, k ∈ {1, 2, …, N} 
левая часть уравнения (20) остается неизменной, 
а изменяются только коэффициенты βm в правой 
части. При переходе в частотную область (∂ = iω) 
левая часть уравнения (20) в точности совпадает с 
характеристическим (частотным) уравнением ко-
нечно-элементной системы (1). Следовательно, 
уравнение (20), независимо от значения индексов 
j и k, описывает все 2N комплексных собственных 
частот рассматриваемой колебательной системы.

Второй теоретический результат работы [7] со-
стоит в построении конечно-разностного уравне-
ния типа ARMA, эквивалентного непрерывному 
уравнению (20). Эквивалентность уравнений озна-
чает, что все их решения для свободных и вынуж-
денных колебаний совпадают для всех дискретных 
моментов времени. Таким конечно-разностным 
уравнением, как было показано, является как раз 
ARMA-уравнение (19), порядок которого совпадает 
с порядком непрерывного уравнения (20) и равен 
удвоенному числу степеней свободы колебатель-
ной системы

	 P = Q = 2N.	 (21)

При этом корни так называемого z-характери-
стического уравнения для конечно-разностно-
го уравнения (19) связаны с корнями частотных 
характеристических уравнений для непрерыв-
ных уравнений (1) и (20) следующими простыми 
соотношениями

	 z e k Nk
i Tk= =ω , , , , .1 2 2… 	  (22)

Кроме того, между коэффициентами уравнений 
(19) и (20) найдены аналитические соотношения, 
позволяющие легко переходить от непрерывного 
уравнения к дискретному и наоборот. Таким обра-
зом, доказано, что для экспериментального изме-
рения собственных частот и модальных коэффи-
циентов потерь произвольной линейной колеба-
тельной системы с конечным числом N степеней 
свободы достаточно измерить отклик какой-либо 
одной массы на действие одной внешней силы и по 
данным измерения построить ARMA-модель (19).

Результат (21) полезен для аналитических иссле-
дований систем с небольшим числом степеней сво-
боды, когда исследуемый рабочий диапазон частот 
содержит все собственные частоты системы и весь 
спектр внешних воздействий и когда число степе-
ней свободы известно. На практике колебательные 
системы непрерывны и сложны, а их конечно- 
элементные модели имеют, как правило, огромное 
число степеней свободы. Для них прямое исполь-
зование результатов (19)–(21) слишком громоздко 
и нецелесообразно. Поэтому в этом случае предла-
гаемый метод предусматривает использование ча-
стотной декомпозиции, когда широкий диапазон 
собственных частот системы разбивается на два 
или несколько поддиапазонов и для каждого из них 
проводится свой тестовый эксперимент и строится 
своя отдельная ARMA-модель.

Рассмотрим, например, распространенный на 
практике случай, когда известно, что исследуемая 
сложная система в обычных эксплуатационных ус-
ловиях работы совершает колебания на частотах 
ниже некоторой граничной частоты ωB, или, ина-
че говоря, когда естественные источники вибраций 
возбуждают в системе не все N собственных частот, 
а только часть из них, N1 < N. Естественно в этом 
случае рассмотреть отдельно поддиапазон ω < ωB, 
выбрав его в качестве рабочего диапазона частот 
метода. Тогда, заменив в полной ARMA-модели 
системы AR-параметры мод, не входящих в рабо-
чий диапазон частот, MA-параметрами (а их, как 
известно, бесконечное число, см., например, [28]), 
получим, что система в рассматриваемом частот-
ном поддиапазоне описывается ARMA-моделью 
(19), имеющей порядок

	 P = 2N1, Q → ∞.	  (23)

В ней, как и в полной модели системы (21), чис-
ло AR-коэффициентов ap равно удвоенному чис-
лу “рабочих” степеней свободы, но число MA-
коэффициентов bq, которые учитывают влияние 
исключенных из рабочего диапазона N — N1 мод, 
остается неизвестным и должно определяться 
независимо.

Таким образом, доказано, что задача экспери-
ментального определения потерь сводится к по-
строению ARMA-модели (19) также и в случае, 
когда рассматривается неполная модель системы в 
ограниченном частотном диапазоне. Что касается 
порядка ARMA-модели, то, учитывая отмеченную 
выше его принципиальную неоднозначность, при-
веденные теоретические значения (21) и (23) сле-
дует считать ориентировочными, а оптимальные 
значения порядка в методе предлагается находить 
в окрестности теоретических значений с помощью 
изложенного далее энергетического критерия адек-
ватности модели.
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2.3. Энергетический критерий  
и выбор порядка ARMA-модели

Энергетический критерий адекватности моде-
лей EC был предложен в работе [7] для решения 
“проблемы порядка” в акустических задачах. В от-
личие от большинства существующих аналогич-
ных критериев, например, критерия Акаике AIC, 
критерия Байеса BIC и других [6], основанных на 
оценке количества информации в сигналах или на 
прогностической способности моделей, критерий 
EC оценивает адекватность модели по близости 
мощности ее колебаний к мощности колебаний 
моделируемой системы. Как показал опыт авторов 
работы с этим критерием, чем меньше значение EC 
для данной ARMA-модели, т.е. чем лучше она ап-
проксимирует мощность колебаний системы, тем, 
как правило, точнее предлагаемый метод измеряет 
собственные частоты и модальные коэффициенты 
потерь.

Энергетический критерий определяется как от-
носительная разность мощностей реального сигна-
ла и сигнала на выходе ARMA-модели

	 EC
d

d
=

−∫
∫

PSD PSD

PSD

system model

system

ω

ω
.	 (24)

Здесь PSD — это спектральная плотность мощно-
сти (Power Spectral Density). Интегрирование про-
изводится по рабочему диапазону частот метода. 
Как видно из (24), критерий ЕС — это положи-
тельная величина, принимающая близкие к нулю 
значения, когда модель адекватна: чем меньше ЕС, 
тем лучше модель.

В качестве примера на рис. 1 изображен ти-
пичный график критерия ЕС для одной из линей-
ных систем с тремя степенями свободы, постро-
енный для различных значений порядка (P, Q) ее  
ARMA-модели: на рис. 1а для большого числа воз-
можных порядков, чтобы проиллюстрировать об-
щие свойства критерия, а на рис. 1б для небольшо-
го их числа, близких к теоретическому значению 
(21), для удобства выбора одного (оптимального) 
значения порядка.

Как видно из рис. 1а, EC имеет большие зна-
чения, близкие к единице, при малых значениях 
порядка P и Q, не превышающих теоретическое 
значение (21). При увеличении порядка значение 
EC сначала резко уменьшается в районе значений 
(21), а затем выходит на широкое плато с постоян-
ным значением EC = 0.0031, равным абсолютной 
ошибке вычисления EC, определяемой в основном 
точностью вычисления PSD в (24). На рис. 1а мож-
но также видеть тенденцию к монотонному убыва-
нию EC, когда один из показателей порядка P или 
Q увеличивается, а другой остается постоянным.

На рис. 1б также хорошо видно, что теорети-
ческое значение порядка (21) не является наилуч-
шим, т.к. EC (6, 6) = 0.107, что значительно пре-
вышает значение EC на плато и, как следствие, 
ошибка определения коэффициента потерь здесь 
оказывается сравнительно большой, в среднем 
~20%. Оптимальным значением порядка модели в 
этом и подобных случаях предлагается считать по-
рядок, который лежит на плато в непосредствен-
ной близости к теоретическому значению. В дан-
ном случае был выбран порядок (8, 8). Для него 
критерий равен EC (8, 8) = 0.0031, а ошибка опре-
деления коэффициентов потерь снизилась до 0.1%.
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Рис. 1. Графики энергетического критерия (а) — для больших значений порядка модели и (б) — в окрестности теоретиче-
ского значения (21), отмеченного точкой. Стрелкой указано оптимальное значение модели.
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Здесь важно заметить, что выбранная как опти-
мальная ARMA-модель в данном случае описывает 
колебательную систему с четырьмя степенями сво-
боды, вместо реальных трех. Однако, анализ пока-
зывает, что две из восьми собственных частот здесь 
оказываются чисто мнимыми и соответствуют ло-
кальному чисто экспоненциальному движению мо-
дели, не являющемуся колебательным. В то же вре-
мя, остальные три пары комплексно-сопряженных 
собственных частот, соответствующих трем коле-
бательным степеням свободы и, соответственно, 
их модальные коэффициенты потерь вычисляются 
за счет этого с заметно более высокой точностью. 
Таким образом, энергетический критерий допу-
скает использование в оптимальной ARMA-мо-
дели дополнительных колебательных степеней 
свободы для компенсации модальной неточности  
ARMA-моделей, не нарушая при этом общей ко-
лебательной структуры исследуемой колебательной 
системы.

2.4. Построение ARMA-модели
После того, как выбран рабочий диапазон частот и 

определен необходимый порядок ARMA-модели (19), 
требуется найти ее параметры, т.е. коэффициенты 
ap, bq, используя данные экспериментальных изме-
рений. Эксперимент в предлагаемом методе про-
водится традиционными для акустики средствами 
возбуждения и измерения и мало отличается от те-
стовых экспериментов модального анализа. Места 
на исследуемой системе для установки источников 
колебаний и датчиков для их измерения, а также 
форма сигналов возбуждения, выбираются такими, 

чтобы в измеряемых откликах присутствовали все 
моды рабочего диапазона частот с амплитудами, 
удобными для анализа, см., например, [19]. В чис-
ленных и лабораторных экспериментах, результа-
ты которых приведены в данной статье, в качестве 
возбуждения использовались случайные сигналы 
со спектральной плотностью мощности, равно-
мерно распределенной в рабочем диапазоне частот 
и равной нулю вне его. Практически такие сигна-
лы формировались с помощью фильтрации белого 
шума.

В качестве данных измерения, необходимых для 
построения ARMA-модели, использовались два 
синхронно записанных случайных дискретно-вре-
менных сигнала w[m] и u[m], m = 1, 2, …, M, где чис-
ло отсчетов M выбиралось достаточным для усред-
нения расчетов спектральных характеристик, а ин-
тервал дискретизации T назначался в соответствии 
с теоремой отсчетов Котельникова [32]. Подставляя 
эти дискретные функции в уравнение (19) последо-
вательно для каждого n = l, l +1, …, M, начиная с не-
которого отсчета l, превышающего P и Q–1, можно 
получить систему M–l+1 линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных параметров 
модели. Представив эту систему в векторном виде

	 u = Zθ,	 (25)
где θ = [a1, a2, …, ap, b0, b1, …, bQ–1]T — это (P+Q)-
вектор искомых коэффициентов уравнения (19), 
u = [u[l], u[l+1], …, u[M]]T — это (M–l+1)-вектор 
измеренных временных отсчетов отклика исследу-
емой системы, Z — это (M–l+1)×(P+Q)-матрица, 
равная

Z
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Минимизируя квадратичную невязку системы 
(25), равную

J = (uT − θTZT)(u−Zθ),

из условия ∂
∂

=J
Тθ

0, получим искомое решение в 
виде

	 θ = ( )−
Z Z ZТ Т1

u. 	  (26)

Как нетрудно видеть, здесь все элементы ква-
дратной матрицы ZTZ порядка P+Q и (P+Q)-
вектора ZTu выражаются через авто- и кросс-кор-
реляционные функции экспериментальных сигна-
лов u[m] и w[m] для различных задержек времени. 
Решение (26) является одним из возможных обоб-
щений известного решения Юла–Уолкера [28] на 

произвольные внешние воздействия w[m]. Отме-
тим, что поскольку все данные измерений дей-
ствительны, то из (26) следует, что и все параметры 
ARMA-модели также являются действительными 
величинами.

2.5. Вычисление модальных частот 
и коэффициентов потерь

В предлагаемом методе вычисление модальных 
параметров (собственных частот и коэффициентов 
потерь) исследуемой колебательной системы про-
изводится по построенной выше ARMA-модели 
в два этапа: сначала находятся решения однород-
ного конечно-разностного уравнения (19), т.е. 
определяется z-спектр свободных колебаний си-
стемы, а затем, пользуясь ранее установленной 
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аналитической связью с решениями непрерывных 
уравнений, вычисляются комплексные собствен-
ные частоты Фурье системы и, соответственно, ее 
модальные параметры.

Разыскивая решение однородного (w = 0) уравне-
ния (19) в стандартном виде u[n] = zn, получим, что 
оно имеет P независимых решений, в которых зна-
чения z являются корнями z-характеристического 
уравнения в форме полинома

	 z a z a z aP P
P P+ + + + =−

−1
1

1 0… .	  (27)
Так как все коэффициенты ap действительны, то, 

в силу основной теоремы алгебры, корнями этого 
полинома могут быть либо действительные числа, 
либо пары комплексно-сопряженных чисел. Дей-
ствительные корни, как отмечалось выше, отвеча-
ют чисто мнимым частотам и не создают отдельных 
колебательных мод. Реальные колебательные моды 
любой линейной системы создаются только парами 
комплексно-сопряженных корней характеристиче-
ских уравнений типа (27), которые только и следует 
учитывать при расчете модальных параметров.

Пусть, например, числа zk и zk (черта сверху оз-
начает комплексное сопряжение) является такой 
парой для уравнения (27). Тогда, как можно пока-
зать с помощью соотношения (22), эта пара опи-
сывает реальную колебательную моду, имеющую 
модальную частоту ω0k, т.е. собственную частоту 
рассматриваемой недемпфированной системы, и 
ее модальный коэффициент потерь ηk, равные
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Число пар комплексно-сопряженных корней 
z-характеристического уравнения (27) должно в 
соответствии с теорией, см. (23), точно совпадать 
с числом “рабочих” колебательных мод и степеней 
свободы исследуемой системы в выбранной рабо-
чей полосе частот. Отметим, что с вычислительной 
точки зрения корни уравнения (27) удобнее нахо-
дить как собственные значения так называемой со-
провождающей (companion) матрицы
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В заключение данного пункта отметим, что ис-
пользуемая в методе “чистая” ARMA-модель (19) 
с одним MA-входом и одним AR-выходом являет-
ся составной частью ряда более сложных моделей, 
которые широко применяются в современной те-
ории управления, идентификации динамических 
систем, эконометрике и других разделах науки, для 

расчета которых в Matlab создан целый раздел стан-
дартных программ System Identification Toolbox. 
Поэтому некоторые, но далеко не все, результа-
ты данной статьи, полученные с использованием 
написанных авторами специальных программ, в 
принципе, могут быть найдены c помощью функ-
ций Matlab как частные случаи. Таков, например, 
результат (26), который интегрирован в стандарт-
ные программы, предназначенные для идентифи-
кации параметров моделей ARX и ARMAX [33, 34].

3. СВОЙСТВА МЕТОДА. ЧИСЛЕННЫЕ 
ЭКСПЕРИМЕНТЫ

В данном разделе приведены результаты иссле-
дования некоторых ключевых свойств предложен-
ного метода, касающихся различных аспектов его 
области применимости и точности. Исследование 
проведено численно на простых колебательных си-
стемах, для которых известны их модальные моде-
ли. По этим моделям были сконструированы вход-
ные и выходные “экспериментальные” случайные 
сигналы, по которым изложенным выше методом 
находились ARMA-модели и модальные параме-
тры — частоты и коэффициенты потерь систем. По 
результатам сравнения этих параметров с первона-
чально заданными точными их значениями дела-
лись выводы о наличии того или иного свойства 
метода. Все численные эксперименты проводились 
в среде Matlab.

3.1. Схема построения искусственных сигналов
Модальные модели исследуемых систем пред-

ставлялись в виде частотных характеристик типа 
(15), т.е. в виде частотных откликов смещения, ско-
рости или ускорения одной из масс систем на дей-
ствие внешней силы, приложенной к той же или 
другой массе или на кинематическое возбуждение. 
Сигнал возбуждения, который в методе является 
входным сигналом w[n], формировался с помощью 
пропускания белого шума через полосовой фильтр 
с равномерной характеристикой, которая соответ-
ствовала выбранному рабочему диапазону частот 
метода. Наконец, выходной сигнал u[n] метода 
строился путем последовательного применения ко 
входному случайному сигналу следующих трех опе-
раций — прямого БПФ, умножения его на частот-
ную характеристику отклика и обратного БПФ. 
Полученные таким образом входной и выходной 
сигналы имитировали “данные измерения”, кото-
рые далее использовались предлагаемым методом 
для построения ARMA-моделей и определения мо-
дальных параметров.

3.2. Численный эксперимент 1: 
механический осциллятор

Цель численного эксперимента с этой простей-
шей колебательной системой с одной степенью 
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свободы — показать, что предлагаемым в статье 
методом можно измерять с высокой точностью лю-
бое допустимое для колебательных систем значе-
ние коэффициента потерь (0 < η < 2) независимо 
от типа возбуждения — силового или кинематиче-
ского, и от типа измеряемого отклика системы — 
смещения, скорости или ускорения.

Пусть имеется механический осциллятор с ма-
териальными параметрами {m, c, k} и модальны-
ми параметрами {ω0, η}, где ω0 = 2πf0 = (k/m)1/2, 
f0 = 500 Гц — собственная частота недемпфиро-
ванного осциллятора и η = c/mω0 — максималь-
ный коэффициент потерь, принимающий в экс-
перименте три значения η = 0.1; 1.0; 1.9, харак-
теризующие весь его динамический диапазон. 
Осциллятор возбуждается случайной силой F(t) с 
постоянной спектральной плотностью мощности 
PSD[F(t)] = const H2/Гц в рабочем диапазоне частот 
20–2000 Гц.

Рассмотрим сначала случай, когда откликом 
осциллятора является смещение u(t) и модальная 
частотная характеристика описывается формулой 
(16), точнее 

	 H
A

i
u

uω
ω ω ωω η

( ) =
− +0

2 2
0 0

,	  (29)

где Au — постоянная.
По этой характеристике для каждого из трех за-

данных значений коэффициента потерь были по-
строены входной и выходной сигналы, которые да-
лее использовались как “данные измерения”. Они 
были представлены в дискретном виде с частотой 
дискретизации Fs = 6.4 кГц. Затем по этим данным 
были построены графики энергетического крите-
рия (рис. 2), выбраны по ним необходимые поряд-
ки дискретных моделей и с помощью алгоритма 
(25), (26) построены ARMA-модели. Адекватность 
этих моделей проверялась по значению энергети-
ческого критерия и по близости форм графиков 
спектральных плотностей мощности “реального” 
и модельных выходных сигналов (см. рис. 3, где 
эти кривые практически неразличимы). Наконец, 
по ARMA-моделям с помощью формул (27), (28) 
были найдены искомые модальные параметры — 
собственные частоты недемпфированных систем 
и их максимальные коэффициенты потерь. Они 
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Рис. 2. Графики энергетического критерия EC механического осциллятора с модальной частотой f0 = 500 Гц и тремя зна-
чениями коэффициента потерь: (а) — η = 0.1, (б) — η = 1.0, (в) — η = 1.9. Точками обозначены оптимальные значения 
порядка ARMA-моделей.
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Рис. 3. Спектральная плотность мощности (PSD) смещения механического осциллятора с модальными параметрами как 
на рис. 2.
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приведены в табл. 1 вместе со значениями ошибок, 
с которыми они были определены предложенным 
методом по отношению к заданным точным зна-
чениям. Из табл. 1 следует хорошая работоспособ-
ность предложенного метода в случае, когда в нем 
использовано колебательное смещение в качестве 
отклика исследуемой системы на случайное сило-
вое воздействие: ошибка определения модальных 
параметров не превышает 1%.

Аналогичное исследование было проведено для 
двух случаев силового возбуждения осциллятора, 
когда в качестве отклика использовались скорость 
или ускорение массы, равные

H i H H Hu a uv иω ω ω ω ω ω( ) = ( ) ( ) = − ( )2 ,

а также для случая кинематического возбуждения 
осциллятора случайным смещением его основания 
u0(t), а откликом являлось смещение массы. Как по-
казано в [7], модальная модель осциллятора в этом 
случае описывается частотной характеристикой

H A
i

i
k kω

ω ωω η
ω ω ωω η

( ) =
+

− +
0
2

0 0

0
2 2

0 0

.

Результаты исследования этих трех случаев были 
представлены на рисунках и в таблицах, аналогич-
ных рис. 2 и 3 и табл. 1 (в статье они не приведены 
из-за однотипности). Из этих результатов следует, 
что характер спектров отклика осциллятора суще-
ственно зависит от типа возбуждения и отклика. В 
частности, они отличаются наличием или отсут-
ствием резонансного пика и поведением на низких 
и высоких частотах. Однако, независимо от этого, 
во всех рассмотренных случаях предложенный ме-
тод обеспечивал измерение модальных параметров 
с высокой точностью (менее 1%). В этом состоит 
основной результат проведенного численного экс-
перимента 1.

3.3. Численный эксперимент 2:  
разделение близких собственных частот

При исследовании сильно демпфированных 
колебательных систем и систем с большой плот-
ностью собственных частот соседние резонансы 
могут накладываться друг на друга и становиться 
плохо различимыми, а простые и удобные методы 
модального анализа типа PPM становятся непри-
менимыми. Цель описываемого ниже численного 
эксперимента 2 — показать на простом примере, 
что предложенный метод обладает удивительно вы-
сокой разрешающей способностью и может разли-
чать близкие собственные частоты, даже когда на-
кладывающиеся друг на друга резонансные пики 
визуально неразличимы.

В качестве примера рассмотрена система с дву-
мя степенями свободы, возбуждаемая силой, и ее 
отклик в виде смещения. Модальная модель систе-
мы состоит из двух мод и описывается двумя сла-
гаемыми вида (29). Положим, что обе моды имеют 
одинаковый коэффициент потерь η, первая мода 
имеет фиксированную частоту f1 = 1 кГц, а частота 
второй моды f2 может принимать различные зна-
чения. Как и в численном эксперименте 1, по этой 
модели строились входные и выходные случайные 
сигналы, по ним с помощью предложенного ме-
тода находились ARMA-модели, модальные пара-
метры и допущенные при этом ошибки. Иссле-
довалась связь между величиной этих ошибок и 
разностью Δf = f1 — f2 собственных частот, а также 
определялась минимальная разность частот Δfmin, 
ниже которой предлагаемый метод не может уве-
ренно различать близкие собственные частоты и, 
соответственно, не может определять нужные ко-
эффициенты потерь.

Как главный результат численного эксперимен-
та 2 на рис. 4 представлен график зависимости ми-
нимальной разности частот Δfmin от коэффициента 
потерь η. Под минимальной разностью Δfmin здесь 
было принято такое Δf, выше которого максималь-
ная ошибка определения η предложенным методом 
не превышает 5%. Из рис. 4 видно, что эта разность 
мала и сильно зависит от потерь.

Интересно посмотреть, как выглядит спектр ко-
лебаний рассматриваемой системы, который соот-
ветствует минимальной разности Δfmin ее собствен-
ных частот. Возьмем, например, точку на графике 
рис. 4, отвечающую коэффициенту потерь η = 0.1. 
Величина соответственной минимальной разности 
частот здесь равна Δfmin = 4.3 Гц, а ширина каждо-
го из двух модальных пиков в спектре выходного 
сигнала составляет 100 Гц = η × 1 кГц. Сумма этих 
пиков, отстоящих друг от друга на 4.3 Гц, показана 
на рис. 5а. Визуально невозможно определить по 
этому графику, что он состоит из двух отдельных 
пиков. Тем не менее, метод их различает с ошиб-
кой не хуже 5%. Для сравнения на рис. 5б показана 

Таблица 1. Точность измерения модальных параме-
тров предложенным методом при использовании сме-
щения в качестве отклика.

Заданные 
модальные 
параметры

Параметры, измеренные 
предложенным методом, 

и их ошибки

Значение 
энергетического 

критерия и порядок 
ARMA-модели:

EC (AR, MA)
f0, Гц
η, б/р

Δf0 / f0, %
Δη / η, %

Образец 1
f0 = 500 Гц

η = 0.1
500.0
0.100

0.003
0.006

0.002
(4, 4)

Образец 2
f0 = 500 Гц

η = 1.0
499.9
1.000

0.018
0.001

0.0002
(4, 4)

Образец 3
f0 = 500 Гц

η = 1.9
500.0
1.900

0.008
0.010

0.0002
(4, 4)
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сумма этих резонансных пиков, отстоящих друг от 
друга на 60 Гц, т.е. в ~15 раз дальше. Визуально 
только здесь становится заметным двойной макси-
мум, а метод различает моды с ошибкой менее 1%.

Таким образом, в численном эксперименте 2 на 
конкретном примере показано, что предлагаемый 
метод хорошо разделяет и измеряет близкие соб-
ственные частоты, отстоящие на величину Δfmin, 
меньшую 5% по сравнению с шириной наклады-
вающихся друг на друга резонансных пиков. Спра-
ведливость этого результата авторами была прове-
дена и на других конкретных примерах. Столь вы-
сокая разрешающая способность метода является, 
вероятно, следствием применения ARMA-моделей 
и потому имеет общий характер.

3.4. Численный эксперимент 3:  
выбор рабочего диапазона частот

Выбор рабочего диапазона частот является од-
ним из главных элементов предлагаемого метода. 
С него, фактически, начинается любая работа с 
методом. Очевидно, что выбор диапазона зависит 

от частотного состава возбуждения колебательной 
системы в эксплуатационных условиях, а также от 
физических параметров самой системы, среди ко-
торых наиболее важными являются плотность ее 
собственных частот и величина потерь. Метод ра-
ботает удовлетворительно не при всех возможных 
значениях параметров системы. Так, если рабочий 
диапазон частот чрезмерно широк и содержит в 
себе много (десятки) собственных частот и/или си-
стема сильно демпфирована, трудности могут воз-
никнуть с определением порядка ARMA-модели 
системы как по спектру выходного сигнала из-за 
наложения резонансов, так и по энергетическому 
критерию, который графически представляет собой 
в данном случае плавную медленно убывающую по-
верхность с плохо различимым выходом на плато. 
В таких случаях авторы рекомендуют использовать 
частотную декомпозицию, т.е. разбиение широкого 
частотного диапазона на ряд более узких поддиапа-
зонов и применение метода к каждому поддиапазо-
ну независимо, см. также раздел 2.2.

Важным является также вопрос о влиянии ча-
стотной декомпозиции, в частности, ширины 
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Рис. 4. Предельная разрешимость близких собственных частот Δfmin (а) — как функция коэффициента потерь η и (б) — 
табличное представление графика.
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Рис. 5. Спектр (PSD) двух накладывающихся резонансных пиков при разности собственных частот, равной (а) — Δfmin = 4.3 Гц 
и (б) — Δf = 60 Гц.
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рабочего поддиапазона частот на точность метода. 
Чтобы частично ответить на этот вопрос, в работе 
был проведен численный эксперимент 3, из резуль-
татов которого следует, что точность определения 
частоты и коэффициента потерь любой конкрет-
ной моды системы остается неизменной при изме-
нении рабочего диапазона частот.

В эксперименте рассматривалась колебательная 
система с пятью модами, имеющими модальные 
собственные частоты 500, 600, 700, 800 и 900 Гц, 
и одинаковые коэффициенты потерь η = 0.1. Было 
выбрано пять рабочих диапазонов частот:

•	300–525 Гц, в который входит только первая 
мода,

•	300–630 Гц с двумя первыми модами,
•	300–735 Гц с тремя модами,
•	300–850 Гц с четырьмя модами,
•	300–1000 Гц с пятью модами.

Соответственно, было проведено пять независимых 
численных экспериментов с каждым из этих диапа-
зонов. Как и в предыдущих экспериментах, для ка-
ждой их модальной модели были построены вход-
ной и выходной сигналы, по которым предлагаемым 
методом были найдены собственные частоты и ко-
эффициенты потерь и посчитаны ошибки метода. 
При этом первая мода системы измерялась в пяти 
экспериментах с различными рабочими диапазона-
ми частот, вторая мода — в четырех экспериментах, 
и т.д. Основной результат численного эксперимента 
3 следующий: во всех пяти экспериментах ошибка 
определения собственных частот и коэффициентов 
потерь всех мод была примерно одной и той же, не 
превышающей два процента. Иначе говоря, было 
показано, что точность предложенного метода мало 
зависит от ширины рабочего диапазона частот.

4. ЛАБОРАТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Работоспособность и высокая точность предла-

гаемого метода были также подтверждены в лабо-
раторном эксперименте на двух механических ос-
цилляторах. Испытания проводились на одном из 
вибрационных стендов с кинематическим возбуж-
дением случайными сигналами, отклик измерялся 
в виде ускорения масс осцилляторов. Модельные 
параметры обоих осцилляторов были измерены 

двумя независимыми методами — импедансным 
методом при гармоническом возбуждении [31] и 
предлагаемым в данной статье. Результаты изме-
рения приведены в табл. 2. Из таблицы следует, 
что оба использованных метода имеют высокую 
и близкую точность порядка 1%. При проведе-
нии эксперимента помимо простоты и точности 
предложенного метода была отмечена его эконо-
мичность, т.е. сравнительно малый объем данных 
измерения, требуемых для его нормальной рабо-
ты. Более детальное описание этого эксперимента 
приведено в [11].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Демпфирование или потери энергии колеба-

ний инженерных конструкций играют важней-
шую роль при проектировании изделий практи-
чески всех отраслей промышленности, транспорта 
и строительства, т.к. именно потери определяют 
максимальные амплитуды резонансных колеба-
ний, от которых зависят прочность и нормальное 
функционирование изделий. Несмотря на большое 
число исследований и публикаций в этой области, 
теория пока не может рассчитывать с приемлемой 
точностью потери в сложных конструкциях, и экс-
перимент также пока не может полностью удов-
летворить растущие потребности практики в но-
вых методах и средствах измерения и управления 
демпфированием.

Работа, представленная в данной статье, на-
правлена на решение одной из актуальных задач 
указанного направления. В ней разрабатывается 
новый эффективный метод экспериментального 
определения потерь сложных колебательных си-
стем, отличающийся простотой, высокой точно-
стью и широкой областью применимости. Метод 
состоит из двух этапов. На первом этапе по дан-
ным измерения строится рабочая математическая 
модель исследуемой колебательной системы, а на 
втором этапе по параметрам построенной моде-
ли вычисляются коэффициенты потерь и другие 
модальные параметры, например, собственные 
частоты. В данной статье основное внимание уде-
лено обоснованию метода, построению математи-
ческой модели по данным измерения, формули-
ровке и проверке основных свойств предложенно-
го метода. Его разработка еще не завершена и будет 

Таблица 2. Результаты измерения модальных параметров осцилляторов двумя методами.

Собственная частота f0, Гц Коэффициент потерь η, б/р

Классический 
метод

Метод данной 
статьи

Относительная 
разность, %

Классический 
метод

Метод данной 
статьи

Относительная 
разность, %

Образец 1 280.7 277.7 1.1 0.096 0.097 0.9
Образец 2 401.2 398.1 0.8 0.022 0.023 1.0
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продолжена, однако, уже полученные результаты 
указывают на его уникальность и перспективность. 
В данной статье приведены следующие конкретные 
результаты.

•	Рабочей математической моделью метода вы-
брана известная дискретная модель авторегрес-
сии и скользящего среднего (ARMA-модель); вы-
бор обоснован наличием в этой модели особых 
свойств, упрощающих ее построение по данным 
измерения.

•	В качестве теоретического обоснования метода 
установлены аналитические связи между дискрет-
ными ARMA-моделями и непрерывными моделя-
ми конечно-элементного типа и модальными мо-
делями, в частности, между представлениями в них 
потерь энергии.

•	Предложен энергетический критерий адекват-
ности ARMA-моделей и метод определения с его 
помощью порядка моделей.

•	В численных экспериментах показано, что точ-
ность определения потерь и собственных частот 
предложенным методом одинаково высока незави-
симо от того, как возбуждается исследуемая систе-
ма (внешними силами или кинематически) и какая 
физическая величина измеряется в качестве откли-
ка системы — смещение, скорость или ускорение.

•	В численных экспериментах также продемон-
стрирована исключительно высокая разрешающая 
способность метода, т.е. способность различать 
близкие собственные частоты систем при 95%-ном 
наложении их резонансных пиков.

•	В лабораторном эксперименте на реальных ко-
лебательных системах подтверждена высокая точ-
ность метода и его экономичность, т.е. сравнитель-
но малый объем данных измерения, необходимых 
для его нормальной работы.

•	Составлен аналитический обзор существующих 
методов измерения потерь, из которого, в частно-
сти, следует необходимость разработки новых бо-
лее эффективных методов и средств для исследо-
вания составных сильно демпфированных систем.

ПРИЛОЖЕНИЕ А. 

Определение коэффициента потерь
Коэффициент потерь произвольной механиче-

ской линейной колебательной системы, соверша-
ющей свободные или вынужденные гармонические 
колебания частоты ω, определяется как отношение 
количества энергии, поглощенной системой в те-
чение одного периода колебаний за счет демпфи-
рования, к средней по времени полной (кинетиче-
ской плюс потенциальной) энергии E, см. напри-
мер, [3]. Математически он записывается как

	 η ω
ω( ) = Φ

E
,	 (А1)

где Ф — мощность потерь.

Коэффициент потерь является положительной 
функцией частоты, принимая наибольшие значе-
ния на резонансных частотах. Например, для ме-
ханического осциллятора, который описывается 
уравнениями (1) для N = 1 и совершает вынужден-
ные колебания под действием силы f(t) = f exp(iωt), 
формула (А1) дает

	 η ω η
ω ω

ω ω
( ) =

+
2 0

0
2 2

.	  (А2)

Это функция, равная нулю при ω = 0 и ∞ и при-
нимающая максимальное значение при ω = ω0, 

равное η ω= с m 0 , где ω0
2 = k

m
. Так как энергия си-

стем теряется из-за демпфирования в основном на 
частотах вблизи резонансов, то при многочастот-
ном возбуждении общие потери системы опреде-
ляются максимальными значениями коэффициен-
та потерь. Этим оправдан выбор в качестве одного 
из основных параметров модальной модели коле-
бательных систем максимального значения коэф-
фициента потерь η η ω

ω
= ( ) =0

0

с
m

 или пропорци-
ональных ему величин — относительного коэф-
фициента демпфирования ζ η= 2 и коэффициента 
затухания свободных колебаний γ ηω= 0 2.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б.

Вывод формулы (17)
Формула (17), согласно которой коэффициент 

потерь вычисляется по ширине резонансной кри-
вой, является одной из основных в известном ме-
тоде модального анализа, называемом peak picking 
method (PPM), т.е. в методе выделения резонанс-
ных пиков. В нем экспериментально измеренный 
частотный отклик на широкополосное возбужде-
ние колебательной системы со многими степеня-
ми свободы заменяется (моделируется) откликом 
ряда независимых осцилляторов. Модальная мо-
дель сложной системы представляется в этом ме-
тоде суммой модальных моделей простейших си-
стем-осцилляторов. В данном Приложении дан 
строгий вывод формулы (17) и показано, что она 
дает точное значение коэффициента потерь коле-
бательной системы с любым количеством демп-
фирования, если помимо условий применимости 
PPM, выполняются два дополнительных условия:

•	система подвергается силовому возбуждению,
•	в качестве отклика системы используется коле-

бательная скорость, измеряемая в какой-либо точ-
ке системы.

Если вместо отклика по скорости использует-
ся отклик по смещению или ускорению, форму-
лы типа (17) для вычисления коэффициента по-
терь η по ширине резонансной кривой усложня-
ются, а динамический диапазон вычисляемых η 
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сокращается более чем вдвое. Что касается кине-
матического возбуждения, то для него получить 
подобные упрощающие формулы пока не удалось. 
Очевидно, что доказательство этих положений до-
статочно провести на одном изолированном меха-
ническом осцилляторе, что и делается ниже.

Рассмотрим стационарные случайные колеба-
ния механического осциллятора (m, c, k), вызван-
ные случайной силой f(t). Частотную характери-
стику отклика осциллятора по скорости v(t), выра-
женную в безразмерном виде через спектральные 
плотности мощности силы и скорости, запишем в 
следующем виде

	 P
m v t

f tv ε
ω ε

ε ε η
( ) =

( ) ( ) 
( ) 

=
−( ) +

0
2 2

2 2 21

PSD

PSD
,	(Б1)

где ε = ω/ω0, ω0
2 = k/m, η = c/mω0. Как функция 

безразмерной частоты ε эта характеристика рав-
на нулю при ε = 0, ∞ и имеет на частоте εmax = 1 
(ωmax = ω0) один максимум (резонансный пик), 
равный Pv(1) = 1/η2.

Определим ширину Δε резонансного пика на 
уровне α = (M — 1)/M (M ≥ 2) от его максимально-
го значения. Решив уравнение Pv(ε) = αPv(1), най-
дем два значения частоты.

ε η η
1 2

2

1
4 1 2 1

, ,= +
−( ) −M M
∓

разность которых как раз и определяет ширину ре-
зонансного пика, Δε = ε2 — ε1 = η/(M — 1)1/2. От-
сюда получаем следующую формулу для коэффи-
циента потерь

	 η
ω ω

ω
=

−
−2 1

0
1M , 	 (Б2)

которая совпадает с классической формулой (17) 
при М = 2, т.е. когда ширина резонансного пика 
измеряется на уровне половины его максимума.

Очевидно, что три частоты ωmax, ω1 и ω2 легко 
измеряются по графику экспериментальной кри-
вой типа (Б1) независимо от того, нормированы 
ли на что-либо частота и сама частотная характе-
ристика (Б1). Кроме того, приведенный выше вы-
вод формулы (Б2) не содержит операций, которые 
могли бы наложить какие-либо ограничения на ди-
намический диапазон определения коэффициента 
потерь, кроме тех, которые следуют из применимо-
сти метода PPM.

Иная ситуация имеет место при определении 
коэффициента потерь по ширине резонансов в 
случае измерения отклика по смещению или по 
ускорению, а также при кинематическом возбуж-
дении осциллятора. Рассмотрим отклик осцилля-
тора по смещению u(t), представив его частотную 

характеристику по аналогии с (Б1), в безразмерном 
виде как

	 P
k u t

f tu ε
ε ε η

( ) =
( ) 

( ) 
=

−( ) +

2

2 2 2

1

1

PSD

PSD
,	  (Б3)

На низких частотах (ε << 1) характеристика (Б3) 
имеет постоянное значение, равное единице, а на 
высоких частотах стремится к нулю как ε−4. Резо-
нансы в этом отклике возникают не всегда, а толь-
ко если коэффициент потерь не превышает 21/2, т.е.

	 η2 2< .	  (Б4)
Резонансная частота в этом случае равна

ε η
max
2

2

1
2

= −

и, в зависимости от значения коэффициента по-
терь, может меняться в интервале 0–1. Максималь-
ное значение на резонансной частоте равно:

Pu ε
ε η ηmax

max

.( ) =
−

=
−

1

1

1

4

4
2

4

Очевидно, что при использовании метода вы-
числения коэффициента потерь по ширине ре-
зонанса максимум резонансного пика должен за-
метно превышать уровень низкочастотного плато 
кривой (Б3). Это требование еще более снижает 
допустимые значения коэффициента потерь, чем 
в условии (Б4). Например, чтобы максимум пика 
равнялся Pu(εmax) = 1.5, допустимые значения ко-
эффициента потерь должны удовлетворять нера-

венству η2 2 1
1

3
0 8< −







≈ . , а для Pu(εmax) = 2 —  
неравенству

	 η2 2 2 0 6< − ≈ . 	  (Б5)
Ширина резонансного пика на уровне, где α  = 
= (M — 1)/M (M ≥ 2), определяется двумя частота-
ми, удовлетворяющими уравнению Pu(ε) = αPu(εmax) 
и равными

ε ε
ε

1 2
2 2

41
1, max

max .= ±
−

−M
Три значения квадрата частоты, ω1

2, ω2
2 и 

ωmax
2 определяются из графика кривой (Б3), а по 

ним находятся искомые модальные параметры 
осциллятора:
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Таким образом, коэффициент потерь можно 
также определить по ширине резонансной кривой 
отклика по смещению, используя формулы (Б6), 
но лишь для несильно демпфированных систем, 
коэффициенты потерь которых ограничены нера-
венствами типа (Б4) и (Б6).

Покажем также, что точно такой же результат 
имеет место и в случае использования отклика си-
стемы по ускорению. Безразмерная частотная ха-
рактеристика в этом случае записывается как

P
m a t

f ta ε ε

ε ε η
( ) =

( ) 
( ) 

=
−( ) +

2 4

2 2 21

PSD

PSD
.

Если в ней числитель и знаменатель поделить 
на ε4 и сделать замену переменных ε = 1/ζ, то она 
в точности совпадает с характеристикой (Б3) для 
отклика по смещению, но не как функция часто-
ты, а как функция обратной частоты. Это означает, 
что все результаты, полученные выше для смеще-
ния, включая формулы для ограничения (Б4), (Б5) 
и модальных параметров (Б6), верны также и для 
ускорения, если в них частоту заменить на обрат-
ную частоту, ω → 1/ω.
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Damping (dissipation, energy losses) is the most important parameter of all mechanical oscillatory 
systems along with elasticity and inertia. Its special role is due to the fact that it directly determines the 
maximum amplitudes of free and forced vibrations of systems and, accordingly, their dynamic strength 
and reliability, noise and ecology. Due to the poor study of the physical processes of damping, it is meas-
ured experimentally. This article presents one of the new effective methods for experimental determi-
nation of losses, characterized by simplicity, high accuracy and a wide range of applicability. The main 
attention is paid to the substantiation of the method, its properties and its veryfication in numerical 
and laboratory experiments. The method is recommended for measuring the losses of composite highly 
damped oscillatory systems, where known methods do not work or are too complex. 
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